G. Pinson - Physique Appliquée Transformée en z B22 /1

B22 - Transformée en z

» Théoreme du retard en notation complexe

Notations signal analogique signal échantillonné
représentation analytique v(t) = Vsin(wt) V(KTg) = VSin(wkTg)
. : j ot jOKT,

représentation complexe v(t) = Ve V(KTe) = Ve T

(k)T = vd «Te =\ d™*Te gd®Te — .6l

L s R o T, , -1
Théoreme a un retard E correspond une multiplication paatJ %, que l'on note

Soit:z= é ou, en notation de Laplaceep

 Transformée en z d'un signal échantillonné

T. de Fourier d'un Dirac retardé : O(t —-KT,) O B gioKTe = 7k
+00
T. F. d'un signal échantillonné (cf 8B14)y,(t) = z y(KTo)d(t —kTy)
k=—00
+00
b~ Y@= Y yke)z ™
k=—oc0
Définition de la transformée en z : Ye(t) f - Y(2)
o Xe(t) Ye(®)
Application : Y(2) = H(2).X(2) - H(2)
X(2) Y(2)

Connaissant la fonction de transfertzasiun systeme numérique, on peut déterminer sa réponse
a un signal d'entrée échantillonné quelconque xé) - X(2) - Y(2) - Ye(t)

* Propriétés (notation simplifiée y(kTe) = Yk )

- Linéarité : Z[y1ty2] = Z[ya] + Z[y2] etZ[ayi] = aZ[yi]
- Théoreme du retard : Yi—n of - z"Y(2)
_ 1
- Dérivation arriére : Vi = X X1 gf L y(p)= 1 X(2)
Te Te
- Intégration simple : Vi = Vi1 + TeX

- Y(2)=ZN@)+T.X(2) = Y(2) =

; . X + X T. 1+2z1
- Int., méthode des trapézeg =y, _; + T,—~—+=L k L 0f. Y(z)= 2
- Th. de la valeur initiale :  lim, _gyx = ||mzqooY(z)

“Th. de la valeur finale :  lim, ., y, =lim,_ 1(1— z‘l)Y(z)

- Convolution (cf plus bas) X * Y DDZqE X(2).Y(2)
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» Passage H(jw) ou H(p) - H(2
- Méthodes de calcul :
- lecture directe d'une table Transformées de Lapladgansformées en

- méthode simplifiée : effectuer daHg¢p) les changements de variable suivants :
1

f L 1-z
. dérivée (multiplication pg) : p - -
e
. L 1 T
. intégrale (division pap) : -, —= -
p 1-z
o
. retard pur : gtur 5 Bk
. . L. 2 1-71
- méthode des trapézes (plus précise)- —.1 =)
e 1+2

- Cas d'un procédé réel
Dans la pratique, non seulement le signal est échantillonné, mais il est aussi bloqué. Dans la
fonction de transfert globale, il faut tenir compte de I'existence du " bloqueur d’ordre zéro " (BOZ).
_Tep
: , - l1-e . . .
On sait (§8B14) que la transmittance de celui-ci &i(p) = T , d’'ou l'on tire la régle

suivante, en notartig la transformée d’un systéme échantillonné ET blogué&, gt transformée
_ H C
enzlue dans la table ou calculée par changement de variaty€z) = (1— z 1).2 (p)E
» Passage H(2) - H(jw) ou H(p)
Par changement de variable : z - T =coswT, + j sinwT,

» Passage H(2) ~ équation de récurrence

H(z)=Y2 _ A+ Az +AZE L

X(2) 1+Bzl+B,z2%+..
~ équ. aux différencesf{z) + Bz Y(2) + Boz 2Y(2) +...= Ay X (2) + Az X(2) + AZ 2X (2) +...
~ équation de récurrenceyy = —Byi_1 —BoYi-o —...+ AgXy + AXp_1t AXp_o + ...

F. transfert ez :

» Passage équation de récurrence» Yk
Immédiat, en calculant pas a pas la swi¢ & partir de la connaissance :
- de I'équation de récurrence
- de la suite %} des échantillons d'entrée
- de la ou des conditions initialgg 1, ...

» Passage H(2) - hy (réponse impulsionnelle discrete du systeme)
N(z'}
D(z})

- Par division de polynéme : H(z) = =hy +hz T+ hhz 2 +hyz 3 +...

- Par transformée eninverse (lire dans une table)
- Par convolution (voir compléments).

» Passage hy - H(2) : par transformée de Fourier discrete (exemple : méthode utilisée ci-dessus
dans le 8 Transformée em'un signal échantillonné)
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signal causal X(t) [x=0 pourt<0] X(p) X(z) [aveca = e_aTE]
o(t) 1 1
O(t —KkTg) o KTeP Sk
1
u(t) 1 1
p 1-z71
t 1 T.z1
” =3
B2 B PR
e p3 (1_ 2—1)3
1
K o . .
S~ p+a 1-a.z1
: -1
1-g a (1-a)z
p(p+a) (1— z"l) (1— 0(2_1)
at—1+e & a? Tzt (- z1!
p*(p+a) (1_2— )2 (1— z-l)(l-az-l)
[t 1 Tzt
(p+a)? (1_az-1)2
! 2 -1
1-(1+at)e ™ a 1 1 aloz
1 -1 2
p(p+a)? 1-z1 1-az (1_0(2—1)
-1 -1
Z (1—0(.cost ).Z )
e cos(t) P +2a . _1e 1
cas particuliera=0 ( p+ a) +b 1- ZG-COS(bTe).Z +a°z
(sinusoide pure)
; -1
e sin(bt) b2 : a -Sln(bTe)-i __
cas particuliera=0 ( p+ a) +b 1- 20-COS(bTe).Z_ +0°Z

(sinusoide pure)
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kkkkkkkkkhkkhkkhkxkkkk** COMPLEMENTS : Convo|ution kkhkkkkkkkkkhkkhkkokhkxkk*

* Réponse impulsionnelle d'un systéme linéaire discret a un signal échantillonné
Rappel: la réponse impulsionnelle d'un systéeme est sa réponse a une impulsion de Dirac. Exemple :

x=0(t _
® S

0

On suppose que le systéme est linéaire, et orh(tdtea réponse impulsionnelle :

- a une impulsiord(t), le systeme répond ph(t), par définition.

- a une impulsiod(t - ITe), le systeme répond pht - ITe) (par décalage de I'axe des temps piériodesTe)

- a une impulsiox(ITe).&(t - ITe), le systeme répond pafiTe).ht - ITe), car le systeme est linéaire (multiplication
par une constante).

+00 +00
- & une somme d'impulsionsy X(1Te).5(t -~ I Te) , le systéme répond paft) =  x(1.Te).n(t -1.Te), car le
|=—o00 |=—00

systeme est linéaire (sommation sur un ensemble de valeurs élémentlirest) la réponse du systeme a I'entiEe

+00
- aux instants définis par échantillonnage KTe, le signal de sortie vauty(k.T) = Z X(1.Te) h(k.Te - 1.Tg)
|=—0c0
+o00
- soit plus simplement y, = z X1.hx-| qui est I'opération de convolution numérique. On égrit:h * x.
|=—c0

La suite numériqueH} est appeléeéponse impulsionnelle discrede systéeme échantillonné.

NB1 : pour des signaux causaux (c’est-a-dire nuls pour t < 0), la sommation s’étend de zéro a + l'infini.
+00

NB2 : le produit de convolution est commutatif. Par exemplest aussi égal az h Xk-| -
1=0

NB3 : I'impulsion de Dirad(t) est I'élément neutre de cet opératetft)* o(t) = y(t)

Exemple : réponse d'un circuit RC a un échelon

kK x y h tau calculs I _I_l__l__
0 1 1,000 1,000 3yl=hl*x1l XJ T y
1 1 1,717 0,717 y2=h1*x2+h2*x1
2 1 2230 0513  y2=h1*x3+h2*x2+h3*x1
3 1 2,598 0,368 y3=h1*x4+h2*x3+h3*x2+h4*x1
4 1 2861 0,264  yA=h1*x5+h2*x4+h3*x3+h4*x2+h5*x1
5 1 3,050 0,189  y5=h1*x6+h2*x5+h3*x4+h4*x3+h5*x2+h6*x1
6 1 3,186 0,135  y6=etc...

7 1 3,283 0,097
8 1 3283 0,069 47 réponse en sortie
9 1 3,283 0,050 3 v

10 1 3,283 0,036

11 1 3283 0,026 1,0 =eXPOUT) | 2]

12 1 3,283 0,018 0.8 —exp(-%/T) 14 XK

13 1| 3,283 0,013 échelon d'entré¢

14 1 3,283 0,009 0.6 =exp(-%/1) ‘ ‘ ‘ K

15 1 3,283 0,007 0,4 8 12 1 20

16 1 3,283 0,005 0.2 [

17 1 3,283 0,003 00 k]l

18 1 3283 0,002 ’ réponse impulsionnellia(k) e

19 1 3,283 0,002
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