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Section 3

SOURCES SYMBOLIQUES CLASSIQUES

3.1. Introduction : dZfinitions

Nous utiliserons les notations de la section prZcZdente, proches des notations utilisZe:
par RZnyi [RZnyi, 1962, 1992].
On considere une source symboligBele messages consituZs de cha’nesmeignes

X pris dans une bibliothequ¢ deN symbolesc;, ...,Cn:

x1X={cy,...Cj,...C\}

S =X Xk Xm 1 STX ¥

X est considZrZ comme une variable alZatoire " valeur dans I'ensériiesuppose
que la rZpartition statistique observZe des symbolgens le messageest la suivante :

c1 prZsenk; fois danss : frZquencdy / m

cn prZsenky fois danss : frZquencdy/ m

avec :

\
ak=m
i=1

On noteQ(s) la quantitZ dOinformation masse informationnelléu messags. On
pose :

Q=V(s) . H(x)

0 :

- V(s) est une grandeur extensive dZsignamblame dOinformatiamontenue dans le
messags . Nous adopterons dans la suite la dZfinition de la fonction de volume caractZrisant
le message par la quantitZ :

V=I(s)=m
oe I(s) est la longueur du message exprimZe en nombre de signes.
- H(x) est une grandeur intensive dZsignauielasitAiOinformation diacritiqugdswald

1986], information contenue dans un volume ZIZmentaire de rZfZrence. Si on choisit ce volum
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ZIZmentaire comme Ztant Zgal " un sighe (), alorsH(x) dZsigne la densitZ diacritique
moyenne par symbole, @ntropie contenue dans le sigire

Remarque
En toute rigueur, la rZpartition statistique des symboles est normalement calculZe sur

I'ensemble des messages lus ou ZcritSpqui peuvent otre considZrZs comme la rZunion (par
concatZnation) en un seul messsigge longueum'. Mais, quelle que soit la manisre de
considZrer ce qui est lu ou Zcrit par la source, ce qui Zvolue est la vwariatple sont

affectZes successivement des valeurs prises dans la biblioeque

3.2. Entropie statistique d'une source unique

3.2.1. Approche intuitive

i) Soit un message de volume unitZ, Zmis par une source dont la bibliotheque comprend

Q . = . .
N =2 symbolesc; distincts { = 1,...,N). En |Oabsence de toute autre information que

possZderait Zventuellement IOobservateur sur cette suorasse informationnelle est Zgale
au nombrelOZtapgsu au nombre dguestions ou, ~ une constante pres, au nombrepds
de calcu) nZcessaires pour dZterminer le symbole contenu dans le message en exZcutant un
algorithme dichotomique arborescent :
Q=logN+0O(1)

Remarques

- on prendra arbitrairemen®(1) = 0 (ce qui suppose une machine construite pour
exZcuter un pas de calcul par alternative binaire).

- ce rZsultat se gZnZralise au cabl @Oest pas une puissance de deux.

i) Soit un message de volume La frZquence du symbodg est notZé;. On a :
\
m=a ki
i=1
SilOobservateur constate que tous les symboles ont, dans le message, la meme
frZquence, on peut Zcrire :
ki=k"i P k=m/N U N=mk

La masse informationnelle totale vaut :
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m
Q=mlogN :m.Iog?

Remarque la densitZ diacritique est, dans ce cas particulier, Zg&léx) = log(k).
Elle sOexprime en unitZ de masse par unitZ de volume ZIZmentairestsoinen/symbole
(abrZviation : "sh/symb.")

iii) Si IOobservateur constate que les frZquences sont diffZrentes, la masse globale du
message est la somme des contributions en madze ~ chaque symbole, qui contribue pour
un volumek; au message, avec une densitZnmdg sh/symb. On remarque que cette derniere

quantitZ est dOautant plus grande que le caractere est plus rare dans le message.

N N
g =k.og— P Q=3¢ =4 klog—
k izl =1 k

La densitZ diacritique moyenne par symbole, exprimZe en sh/sgstlgonc :

N
= Q:éﬁmgm

H(X) = E m kl
i=1

<o

Si on dZfinit les probabilitZs comme limites des frZquences lons@u¥ on aboutit ~
la formule classique :

: \
:('—n%%s@ p(i) P H(x)=-a p(i)log p(i)
i=1

Plus prZcisZment, si IOon considere la quantt@mme IOespZrance mathZmatique des
densitZs log(p{) des diffZrents Ztats possibles :

0 o
+=-a pilogp
2 i

& 1
H= Eglog—
Pi
Exemple
Soit une source binaire telle gie= {,1}. Soit p() = p, p(1) = 1 Bp. On noteH,(p)
I'entropie de cette source. Il vient :

H>

H, =- plog p- (1- p)logd- p) P



Sources symboliques classiques 3/4

¥Figure3.1

On montre [voir par exemple Shannon 1948, Guiasu et Theodorescu 1971, Oswald
1986] que la convergence He vers iSi pilogp; est une consZquence de la loi des grands

nombres :

Sk 0
"de pga ﬁIogr—n- H‘£d¢>1- e
K; >

et qu'en consZquence il est IZgitime de remplacer les frZquences par des probabilitZs.
3.2.2. Approche axiomatique

On peut aussi appliquer " la quantitZ dOinformation une dZfinition purement
axiomatique. Nombre dOauteurs, apres Shannon, en partant de certaines des propriZtZs
exposZes ci-dessus prises comme axiomes, aboutissent ~ une formulation commune de
IOentropie [voir par ex. Khintchine 1957, Faddeev 1956, Kullback 1958, RZnyi 1962], et
Ztablissent IQaxiomatique de IOinformation ~ partir des probabilitZs. Il est intZressant de
constater que des axiomatiques fort diffZrentes aboutissent ~ une meme formulation de
|Qinformation.

RZciproquement, d'autres travaux [voir par ex. Ingarden et Urbanik 1962, KampZ de
FZriet et Forte 1967, Giascu et Theodorescu 1971] proposent de dZduire la probabilitZ de
IOinformation. Ces auteurs dZfinissent IQinformation sur une classe dOalgebres boolZennes ¢
il est possible de construire une axiomatique des ZvZnements ZIZmentaires en attachant *
chaque ZIZment une classe de probabilitZ (mais en rZalitZ cette probabilitZ est remplasable p
toute mesure mathZmatique ayant les memes propriZtZs). Cette dZmarche sOest avZrZe fZ¢
puisquOelle conduit au principe du maximum dOentropie, important thZoreme en thZorie de I
dZcision [RZfrZgier 1993].

SchZmatiquement, IOaxiomatisation de IQinformation ~ partir des probabilitZs se prZser
ainsi :

i) On considere un system8 dont lesN Ztats sont supposZslentifiZs(on en conna’t
la liste),de probabilitZs g ps,... pi,... py connues..SoitH(py, po,..., Py la fonction attachZe
" ces probabilitZs, qui possede les propriZtZs axiomatiques suivantes :

o Axiomes

- Al) H est une fonction continue dps
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- A2) H est maximale lorsque les ZvZnements sont Zquiprobables (cela correspond ~ la
plus grande incertitude) :
&l 1 10
H yeeey EHyeC—,—,....,—*
N (P PN) N gN N N o
- A3) SiH est une fonction composZe de fonctions de probabilitZs ZIZmentaires, alors
cette composition est une somme pondZrZe par les probabilitZs de ces fonctions (suivant la

des probabilitZs composZes). Par exemple, Khintchine pose :

M N M
p=ar avec:r >0, 1£i£N, 1£j£€M, § ar =1
=1 i=1j=1

A &, 1y O
Him (FuaFizoeofam ) = Hy (P P ) + @ PHg e 2

i=1 gpi ”’piﬂ

i)

o DZmonstrationSans dZtailler complstement la dZmonstration, on peut en donner

0o
succinctement les grandes lignes. NotohéN ) = H aeiii— . LOapplication de
EN'N"'Np
O R | 1 &
A3 pourN=Set M=S donne dans le cas de I'Zquiprobabili{¥ ':§ T :E ; h(S) =

2 h(S). Par rZcurrence on aboutit ~ I0Zquation fonctionnelle :
hS)=a.hS
dont on dZduit quk doit stre de la forme (avec>0) :
h(x) =1 .logs x
Supposons que IOon puisse dZcomposer les probabiit£slles-ci sont des
rationnels quelconques, ayant meme dZnominateur :

G N )
pp=— avecl£i£N ; a p, =1b ag =q
q i=1 i=1

En utilisant ~ nouveau IOaxiome A3, il y a deux fasons de caleuler

& 0
€1 1

¥H (rll,,rNM) = Hqg_,,__ = h(q)
1248:

g fois @
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& 0

N gl 17
¥H(r11,...,rNM):H(pl,...,pN)+a anl —,...,—T
i=1 %542%1

g fois @

N
O H(fyfym )= H(Pre Py + @ PAH(G)
i=1

DOos :

N
h(@) =H(p-Py)+a PH(G)
i=1

Or: h(g)=1.logq

et h(g)=1I.ogqg =I.logp +1 .logq
En utilisant ces relations dans I0expression prZcZdente, il vient :
N
H(pg,.-Pn)=-1 é plogp, avecl >0.
i=1
Cette fonction Ztant supposZe continue, cette relation sOZtend aux hombres irrationne
r 4
La formule de Shannon, qui rZsulte d'une Zvaluation statistique de la probabilitZ
d'apparition de chaque symbole pris sZparZment, trouve son origine dans une dZmarche
intuitive basZe sur I'Zvaluation fondamentale eN lafg la quantitZ d'information. Ce choix est

ainsi confirmZ par une dZmarche axiomatique rigoureuse : c'est bien le seul choix possible.
3.2.3. Calcul approchZ

Une autre approche de la dZfinition de la densitZ diacritique moyenne consiste " calcule
la masse informationnelle d'apresrtame extensiorX de la bibliothequeX, o chaque cha’ne

ou "super-signe" est lui-meme un messag&oit Ny, le nombre dOZtats de cette bibliotheque

Ztendue. Le message Ztant formZ dOun unique "super-signe”, on a, en admettant toujours ¢

IOobservateur ne possede aucune autre information :

Q =logNm
Pour calculeNy, il vient, par un calcul classique :

i) nombre de faeons de disposgrcaracteres dans une cha’ne de longuewu nombre

de combinaisons da objets prik; " ki :
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a0 m
Smy k(M- ky)!

F2 ] k 0
Il restembk espaces disponibles. Il yga + faeons de disposds, caracteres
o
dans mbk espaces. Etc. Il vient :
® ky., O

_ & 0=k, Oz Kk ?1/4@‘ r\Io-z N
m T &mge&m- kygem- ky - kg gm- a k=

=1 (4]
N-2 0
m- aK-'
m (M- ky)! g N1
Ny = avec m- a k =ky
Kyl (M- kp)! kol (m- kg - ko)! kN-l!kN- i=1
ml
P Nm:N_
Ok

N
P Q=logm - é_logki!
i=1

i) Pour calculer cette derniere expression, il faut employer IQapproximation de Stirling :
0

. & 1 a
X= x*e X2px.glt—+ —+.=
P g 12x X2

(%]

Dans cette expression, la parenthese tend vers agjmente indZfiniment. Donc, ~ une
constante O(1) pres, qui tend vers zZro lorsgueigmente, il vient :

Q = log Nm» 1,44. InNp,

1 8 & 1 6
p Q/144=m.Inm- m+EIn2pm- a gK-'nK - ki+5ln2pki(+a+0(1)

Soit, en rZarrangeant les termes :
N
p Q= ma k' Iogk‘ N- Iogme- }é IogZpﬁ+O(1)
i= 1m 2| 1

En restreignant ~ ses deux premiers termes IOapproximation de Stirling, Brillouin abouti
par ce calcul " la formule dZfinie prZcZdemment. Mais la quantitZ d'information rZelle, calculZe
sur la totalitZ du message, est en rZpliiZ faibleque I'estimation que fournit la formule de
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5
Shannon, d'un terme @glogmea [voir par ex. Collott al.,1977a et 1977b]. Ce calcul

est conduit globalement, surf@™me extension d&, en connaissant d'avanda structure

statistique du message, c'est-"-dire les frZquekads chaque symbole. OpZrant sur des

cha’nes et non des symboles, ce calcul fait appara’tre une distinction fondamentale dans
I'’Zvaluation de la quantitZ d'information portZe par un message selon que I'on s'intZresse aux
symboles ou aux cha’nes de symboles, en tenant compte ou non de la structure de celles-ci
C'est prZcisZment cette diffZrence qui rend le codage et la compression d'information
possibles. Mais cette diffZrence concerne une information implicite (i.e. qui n'est pas
transmise) sur la connaissance du fait qu'un message constituZ d'un ensemble de signes es
structurZ, ou non, en mots indZpendants et successifs selon une syntaxe donnZe.

On pourrait imaginer par exemple une source de mots de longuedO, avec un
alphabet de 10 symboles Zquiprobables, oe chaque symbole serait employZ une fois et une

seule dans chaque m&i.l'on ignore cette structure particuliere des mota,formule de

Shannon conduit ~ estimer l'information moyenne portZe par chaquehinotidg 160 =

33,2 sh/mot. Alors que dans le calcul de Brillouin, il y a seulement 10! fasons d'Zcrire un mot
long de dix symboles tous diffZrents, ce qui condHit= log 10! = 21,8 sh/mot. En portant

la longueur des motsri = 100, on trouve respectivement 332 et 306 sh/mot. Et ceci alors que,
si le message est suffisamment long, les frZquences des symboles sont les memes dans les ¢
calculs.

Clairement, une connaissance des caractZristiques structurelles du message plus fine
la simple connaissance de la rZpartition statistique des symboles influe de fason implicite sur
la masse informationnelle que IOobservateur peut en extraire. Nous voyons dans cette remat
un premier indice de la prZsence d'un contenu d'identificalgon, tient compte
implicitement IOobservateur lorsquOil conna’t prZalablement certaines caractZristiques de la

source.
3.2.4. PropriZtZs

ThZoreme3.1 : positivitZ de I'entropie :
H(pl, P2, ""pN) 30
H est nulle si 'une des probabilitZs est Zgale " 1 : I'un des ZvZnements est certain (tout
les autres probabilitZs sont nulles), et sa rZalisation n'apporte aucune information.
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ThZoreme3.2 : concavitZ de I'entropie.

o ELa fonctionXog x, dZfinie pour toux3 0, est concave :

X===0,538..

I
Dl

max .

—_— o ——r —
| .

<
I

=0,530..

@
5
N

¥Figure3.2 : fonctiony = £xlogy X

Cette propriZtZ est liZe " I'inZgalitZ de Jensen pour les fonctions concd@dstst sine
fonction concave dans un intervalte H, six, ...,%, ...,.xy sont des rZels arbitrairess x <

N
b, etl 1, ...,1, ..., N SONt des nombres positifs, avél i =1, alors :
j=1
N 0 N
o] =3 [¢}
feal jx;z2 al ;f(x)
j=1 g j=1

avec ici : f(x) = B logpx.

Notons une distribution de probabilit£s,(... pk, ... pn) Sous forme vectorielleft =

N
(p1,s -+ Px ---Pn)- Avec cette notationé f(pg) = H( [5).
k=1
ConsidZrons une suiqbl, bj, bN de distributions de probabilitZs telles que
E)j =(Pyjs - Pijs - Pnj) - P = (Pyg) est une matriceN lignes etN colonnes dont tous les

ZIZments sont positifs ou nuls et la somme des termes de chaque colonne Zgale ~ 1.
Construisons la distribution de probabiliéiz (qy, ... 0 ... ) telle que :

r y y
lipj U o=alp; ; avec al;=1
1 j=1 j=1

Qo=

r
q:

—
1

q est bien une distribution de probabilitZ. En effet :

N N N N N N N
o o o] o] o o] o
ax=aaljp=aaljpj=al;a pg=1
k=l k=1j=1 j=1k=1 =1 kb3

=1

Alors :
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ro g § & 0
H@=a f(g)=a fgal jpg:
k=1 k=1 ej=1 2

et:

N
Al H(p))= al af(pkj)-éél f(pkj)—aal f(py)
=1 k=1

=1 j=1k=1 k=1j=1

—

Or d'apres l'inZgalitZ de Jensen appliquZe " lenserplale. (., Pyj, -, Pkn)

a 0 N o) NN
f aljpk,‘3 alf(pg)b af aljpk, sadal i F(py)
ji=1 g j=1 k=1 ji=1 g k=1j=1
donc :
;o O N
Heal ;jp;z2 al jH(p;)
j=1 g j=1

L'indZtermination sur un ensemble de distributions de probabilitZs calculZe " partir d'une
superposition linZaire de ces distributions est supZrieure ~ la somme pondZrZe des
indZterminations calculZes sZparZment sur chacune d'elles. Ce principe, que nous retrouver:
dans le cas quantique, est fondamental : savoir que des distributions de probabilitZ sont
rZparties et comment elles le sont est dZj” en soi une information, qui diminue notre incertituc

par rapport ~ une estimation faite globalement " partir d'un "mZlange" de distributions de
probabilitZs.

wE
ThZoreme3.3 : majoration de I'entropie :
H(x) £ log N
I'ZgalitZ Ztant rZalisZe dans le cas d'une loi uniforme.

o EDans l'inZgalitZ de Jensen, il suffit de rempiagear pg et de choisit j = 1IN

" j& E[IN] :
éNlp |OgéNlp éNl klog p
-a < Pk ~ P« = k
k=N k=N k=1N

Sachant quSk pk=1

1. ¥
- log==? - & pylogp, = H(X)
k=
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DZfinition 3.1 : on appelleentropie relativda quantitzh = H / log N.
DZfinition3.2 : on appelleedondancéa quantitZR = 1 Bh, exprimZe en % (NB :

parfois la quantitZ ldgPH est aussi appelZe redondance)
3.3. Entropies statistiques de sources conjointes

3.3.1. Information composZe

On considere une deuxisme source symboliGige messagagconsituZs de cha’nes de

m signesh pris dans une bibliothequ@ deM symbolespy, ...,pm :

hiP= {p1,...0j..Pm}

g=h..hg..hyIGIP *

On remarque que les deux sourBest G Zmettent des messages de meme longureur
On associe ces deux sources en une source urfiy@dont la bibliotheque est formZe de
NEXZ symboles composites constituZs par tous les coupl@p)(1E£i £ N, 1£j £ M.
Cette source lit ou Zcrit des messages (x1h1)... (hi.).. (Xhm).

Sur un total den signes distincts, le couple;j(p;) appara’kj fois. En gZnZralisant le

raisonnement prZcZdent, la masse informationnell® souples de signes successifs est :

N M m NMk m
Q=a akjlog—=mH(x,h) P H(xh)=a a —=log—
i=1j=1 i iz j=a M K

et:

. N M
ﬁ?ﬁ:’,{@%@ p(i,j) P H(x,h)=-a a p(i, j)logp(, j)
m i=1j=1

H(x,h) est la densitZ diacritique moyenne par couple de symboles. Cette relation est
dZcomposable selon les lois du calcul des probabilitZs conditionnelles (la netatiisé

lisanta et b; la notation & | b" se lisanta si boua connaissant
p(i.j) = Prob &=c; , h=p;)
p(i) = Prob &=c;)
p(jli) = Prob f=p; \ x=c;)
avec p(i.j) = p(i)-p(l) p(i.J) = p()-R(l)
(i=1.N) p() = S p(i.j) p() = S (i)
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(=1.M) Sipl)=1 Sipi)=1
S pij) =1 S; pl)p() = 1
S p(if) = 1 S iy =1
Il vient :

N M
H(xh)=-a & p(,j)log p(i)p(j i)
i=1j=1

N N M
H(xh)=-@ p(i)logp(i)- & p)a p(jli)logp(jli)
i=1 i=1 ]:1
On reconna’t dans le premier terme la quaht{#d, quantitZ d'information moyenne

par symbole de typx.
La sommation syrest une quantitZ d'information moyenne calculZe ~ partir de la

probabilitZp(jji) = Probf = p; six = ¢; donnZe). C'est la quantitZ d'information moyenne par

symbole de typ®, quand une valeur symboliquede la variable alZatoiseest donnZe :

H(hlci) = -Sj p(l) log p(i).

La deuxisme sommation siireprZsente la moyenne pondZrZe de cette quantitZ, pour
I'ensemble des symboles de typeC'est donc la moyenne sur I'ensemble des symboles de
type X de la quantitZ d'information moyenne par symbole deRygeus conditiomue la
valeurc; dex soit connue :

H(hIY) = S p(i) H(hlc)
Soit :
g ¥
H(h[x)=-a p(i)a p(j|i)logp(ji)
=1 j=1
Cette derniere quantitZ est appelZe "entropie conditionnelle”.
Par consZquent l'entropie composZe est Zgale " :
H(x,h) = H(x) + H(h|X)

Cette quantitZ est additive, car dans le caseth sont indZpendantsl(h|x) = H(h) et
H(x,h) = H(x) + H(h).

Dans le cas gZnZral, on a:

H(x,h) £ H(x) + H(h)
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3.3.2. Information mutuelle

(i) On pose :

H(h) = H(h|X) + H(ch) O H(x:h) = H(h) BH(h]X)

L'information suh est Zgale " l'information siir connaissant, c'est-"-dire " la
nouveautZ apportZe garx Ztant connu, plus une quantitZ qui mesure ce qui n'est pas
nouveau. Cette quantitZ reprZsente l'information "mutuelle”, H¢xZ®, contenué la fois
dansx eth. Il vient :

H(x:h) = H(x) + H(h) BH(x,h)

ThZoreme3.4 : I'information mutuelle est une quantitZ symZtrique :
H(x:h) = H(h:x)
La structure des calculs des quantitZs d'information dans la thZorie statistique des

sources symboliques est donc une structure symZtrique.
o DZmonstration on conna’t les relations :

H(x,h) = H(x) + H(h|x) = H(h) + H(x|h)
P H(h) BH(h|X) = H(X) BH(x|h)
P H(x:h) =H (h:x)

zE

D'apres H(x:h) = H(x) + H(h) BH(x,h) , on peut donner "~ cette quantitZ une expression

symZtrique :

N M o
o o . . p(, j)
H(x:h) = )og————

Soit, en rZsumZ :

H(x) = DS p(i) log p(i)
H(x,h) = BS;; p(i.j) log p(i.j)
H(xIh) = BS;; p(i.j) log p(if) aveop(if)) = p(i.j) / p()

H(x:h) = BS; p(i.j) log p(is) avecp(i:j) = p(i)-p() / p(i.))
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(i) H(x:h) = H(x) BH(x|h) s'exprime encore par :
M N

H(x:h) = HX)+ & p(j)a p(i|j)logp(|j)
j=1 i=1

CommeSj p(j) = 1, on peut remplacer dans cette expresdion par Sj p(j).H(x). Il

vient :

& 0
H(x:h) = a D(J)gH(XHa p(i | j)logp(i | J)-

M
P H(xh) =& p(i)HX)- Hx|p)))

=1

si l'on appelleH(x|p;) la quantitZ iSi p(ifj).log p(if}), quantitZ d'information moyenne

par symbole de type quand une valeur symboligpgde la variable alZatoiteest donnZe.
Cette formulation montre que l'information mutuelle emtath peut s'interprZter
comme la moyenne, sur tous les signes deRypau gain d'information odiminution de
lindZterminationsurx, lorsqu'on remplace une estimation grossi(®) de l'information
concernank par une estimation plus firté(x|p;) tenant compte de l'information qu'apporte la
connaissance de la valeur de la variable assbciZe
La rZciproque est vraie, en Zchangeant respectivene¢ht On a symZtriqguement :
N
mﬂm=émMHmermm
i=

Cas particulier: supposons queeth reprZsentent deux distributions de probabilitZ

ZvaluZes sur deux messages g de meme longueuN = M , toutes les dewxniformes de

sorte quep(i) = p(j) = 1N. Ces distributions de probabilitZ reprZsentent I'Ztat des

connaissancespriori que l'on andZpendammestirx eth, en l'absence de toute autre

information. Supposons qu'une analyse des relationsestie conduisea posteriori”

produire une connaissance huta distributionx Ztant connue, sous la forme d'une certaine

quantitZ d'information moyent¥z) (avecz = h|c B il n'y a pas lieu de prZciser l'indice sur

puisque ces symboles ont une distribution uniforme). De la formule prZcZdente, on dZduit :
| =logN BH(2)

reprZsente le gain d'information (ou diminution d'indZtermination) obtenu en remplasant
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des distributions uniformes de probabilitZs a priori par une distribziti@nprobabilitZ a
posteriori.

X eth pourraient en fait reprZsenter le meme objet, vu avant et apres une certaine sZrie
d'expZriences. Avant, les symboles sont ZquiprobablesE faute de mieux. Aprss, une analyse
d'une partie du message fournit par exemple la valeur des frZquences de chaque symbole, et
permet en consZquence de prZdire la quantitZ d'information moyenne contenue dans les
prochains signes lus ou Zcrits par la source. Cette distinction Zclaire la discussion faite au
paragraph®.4 : toute connaissance apportZe a posteriori sur le message diminue l'incertitude
et reprZsente un gain d'information qui vaut respectivement, dans I'exemple citZ,
33,2D21,8E=E11,4 sh/mot ou 332D306E=E26 sh/mot.

Exemple calcul de l'information mutuelle dans un canal binaire unidirectionnel.

On considere deux sources binaires (voir exer@pt® liZes par les probabilitZ suivantes :

o= - p | - PCD=p
p() = 12 1&p
p( I)=18q
p(l) =% S(X) | 1 Dq><: G(h) B
I . N p[)=1Dp
p(h =9

¥Figure 3.3 : canal binaire unidirectionnel. Soient respectiverpdnt et p'(l)
les probabilitZs des symboles lus @atl vient :

¥p ()= p(). pC 1)+ p(). p( ) =% (p+1baq)

¥p(l) = p(). p(i) + p(). p(I[) = ¥2(q+ 1 Bp)

¥On vZzrifieque p'() + p'() =1

Ce schZma, nommZ "canal binaire", symbolise usuellement une transmission binaire

bruitZe : les deux sources sont I'’Zmetteur et le rZcepteur, les probabilitZs de traf@sition —
et I®  sontdZes au "bruit" qui affecte le canal de communication. L'information mutuelle
H(x:h) reprZsente l'information transmiseXde G. Mais cette interprZtation n'est pas la
seule possible. On en verra plus loin un exemple diffZrent " travers la thZorie quantique de
linformation. Plus gZnZralement, tout coui®eG)de sources binaires liZes de la sorte est
un modele pour ce calcul.

L'information mutuelle se calcule par exemple gd(x:h) = H(h) BH(h|X)

(i) Calcul deH(h) :

H(h) =B S; p(j) log p)
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H(h) =Bp'() log p'() B p'(l) log p'(1)
H(h) = D% (p + 1 D0) log % (p + 1 D) DY (q + 1 Bp) log %2 (q + 1 Bp)
H(h) = Hz(¥2 (1 +p B0))

(i) Calcul deH(h|x)
H(hlx) = ©S;; p(i,) log pGi)
H(hlx) = BS; p(i) S p() log p(ii)
H(hix)=Bp() [ p(C M log p(C M)+ (M) log p(f) ]

op() [ p(1 log p(1l) + p( 1 log p( 1 ]

H(h|x) =% [ plogp +qlogq + (1Bp) log (1Bp) + (1-q) log (18x) |
H(h1X) = % [Ha(p) +Ha(a)]

D'oe .
H(x:h) = Ha(t (1 +p B)) DY, [Ha(p) + Ha(0)]

(i) A.N.1 : "Canal Binaire SymZtrique" (CBS) : c'est un systsme telgue] :

H(x:h) = 1 BH»(p)
L'information est nulle poys = g = ¥, , ce cas correspondant " I'indZtermination la plus
grande; elle est maximale (= 1) pqu= q = 1.

(iv) A.N.2 : considZrons le cgs= 1 etq quelconqued1 [0,1]) :

H(x:h) = H2(¥2q) DY Ho(0)
(v) Cas gZnZral : on donne ci-dessous I'Zvolutidt(ge) en fonction de pour

diffZrentes valeurs de (p=0; 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1) ainsi que pQEUF q.
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0,25 0,75

0,75 0,25
é E__ . 4 . . . . . " . .
1 p=0

EEEEREEEREEEEEER EESBERERE [

¥ Figure 3.4 : information mutuelle dans un systeme binaire en fonction des
probabilitZsp etq (voir texte).

3.3.3 Ecart entropique

N
DZfinition3.3 : soientx eth deux variables alZatoires telles céep(i )=1et
i=1

N

é q(i) =1. On suppose en outre qg@ ¢ 0" i. On appelleZcart entropiquéBattail, 1997]
i=1

ou cross-entropjCover et Thomas, 1991] @ain d'informatiorfRZnyi, 1962] owuantitZ
d'information de Kullback-LeibldRZfrZgier, 1993] la quantitZ :

N .
o P(i)
H(x|Ih) =& p(i)log—=3 0
o L'inZgalitZH(x||h) 3 0, appelZe aussi inZgalitZ de Gibbs, se dZduit de I'inZgalitZ de
Jensen, mais peut aussi se dZmontrer directement : sachant£ju®1n en
remplaeantx par p(i)/q(i) et en multipliant pap(i), il vient :
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q(i) (i) 0

a pi)n==£3a,p() -1:=Q,9()- &, p)=1-1=0
p(i) &p() o
La multiplication de I'inZgalitZ par legrenvoie aux logarithmes en base 2.

wE
Sip(i)t 0" i, on dZfinit de meméd(h||X). Cette grandeur permet d'Zvaluer la "distance"
entre deux distributions de probabilitZ pour une source donnZe, bien qu'elle n'ait pas les

caractZristiques d'une "distance" au sens mathZmatique du terme car erHgxiizral
H(h[[X).

Si q(i):%"i , ilvient :

H(x||h) = logN BH(x)
L'Zcart entropique mesure donc la diffZrence entre I'entropie maximum (d'une
distribution uniforme) et I'entropie d'une distributipyc'est-"-dire laredondancedZf.3.2).
Soient deux variableseth, avea (k) = p(i,j) la distribution des probabilitZs conjointes
o* k1 [1,N.M], etq(k) = p(i).p(j) le produit direct de leurs vraies distributions (qui serait
Zgal "r(K) si les deux variables Ztaient indZpendantes), alors :

N M P N.M
°o o . p(i, j) S r (k)
H(x:h) = ,])log—————= I =H h h
(x:h) glja:llpo g5y = & rkleay s ((x. ) 11xh)

L'information mutuelle est donc I'Zcart entropique entre la so8i€ de couplesx;h)

et le produit des sourc&setG. On en dZduit le
ThZoreme3.5 : I'information mutuelle est une grandeur positive ou nulle.
H(x:h) 30
D'os I'on tire l'inZgalitZ :
H(x) * H(x]h)

3.4. Exemple. Structure ternaire et thZories de I'information

La structure ternaire de l'information est implicite dans la thZorie de l'information. Pour
s'en convaincre, nous examinerons ici deux formes complZmentaires de celle-ci, d'une part
statistique, d'autre part algorithmique, " travers I'exemple d'une horloge. La thZorie statistique
est une thZorie de la mesure de l'information par le rZcepteur du message, alors que la thZori
algorithmique est une thZorie de la mesure de l'information par I'’Zmetteur qui construit le
message. C'est donc " deux points de vue complZmentaires que nous conduisent ces calculs
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message resu par un rZcepteur, vs complexitZ intrinssque d'une source faisant I'objet d'un tel

message.
3.4.1. Point de vue du rZcepteur : analyse statistique du message

ConsidZrons une horloge indiquant I'neure et les minutes, de 00h00mn ~ 23h59mn.
Supposons qu'un observateur prend connaissance de l'indication portZe par I'horloge ~ des
instants alZatoires, avec les hypotheses suivantes :

- l'observateur conna’t I'alphabet {0,E9} et le standard convenu prZalablement entre le
constructeur de I'horloge et lui-meme : le premier digit (" gauche du mot) est le chiffre des
dizaines de I'heure, etc. Soit un format, ordonnZ de gauche ~ dinghigimgmy,", avec : CE hy
£2;0£h,£9;0£ my£E 5; 0£ my£ 9. Remarquons que cette connaissance n'est pas
anodine : ainsi une date s'Zcrit sous forme condensZe, en franeais, jour/mois/annZe, alors qu
anglais on Zcrit mois/jour/annZe ; la mZconnaissance de cette convention peut stre source
d'erreurs importantes.

- 'observateur est sans mZmoire, au sens o la lecture de I'heure " lipns&@hii
apporte aucune indication sur la lecture de I'heure ~ l'ingtant; .

- il est possible de distinguer le mot codant I'heure par rapport au reste de l'univers : on
ne tient pas compte de I'existence de sZparateurs (par exemple un blanc), du rapport signal
bruit (le cadran est lisible),etc.

Quelle est la quantitZ d'information apportZe par une lecture de I'horloge? Plusieurs

calculs sont possibles :

1j) Il est clair que si I'horloge codait I'heure comme une source symbolique comprenant
24 x 60 = 1440 symboles distincts (" la manisre des idZogrammes chinois), chaque symbole
porterait, les Ztats de I'horloge Ztant bien szr Zquiprobables, une inforatidog1440 =
10,49 sh (10,491853 plus exactement!). C'est l'information contenue dans la conndessance
I'heureen soi, et non dans la connaissameenessageeprZsentant I'heure (comme indiquZ
ci-dessous, cette reprZsentation de I'heure est plus complexe et plus riche que la simple
ZnumZration d'une bibliotheque de 1440 symboles distincts).

2i) Si I'on considere le message comme constituZ globalement de 4 digits, le calcul a trait
aux messages de 4 symboles Zmis par une source symbolique ~ 10 Ztats {0,E,9}. Le calcul d
probabilitZs, effectuZ ~ partir des frZquences calculZes sur 4 x 1440 = 5760 digits Zmis par
jour, donneg » 0,2 pour {0} et {1} ; 0,14 pour {2} ; etc. On trouve :
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H=a p.logp; =3,087sh/digit
i=0

Soit, pour des messages de longue@4y» 12,35 sh/message (cf tablea) :

Hd| Hu Md Mu

0 600|180 240|144 1164 0,466201754337
1 600 180 240 144| 1164 0,466201754337
2 240 180 240|144 804 0,396528529469
3 0| 180 240 144 564 0,328246212427
4 0 120 240 144 504| 0,307525152623
5 0 120 240 144 504| 0,307525152623
6 0/120 0144 264 0,203841869778
7 0120 0 144 264| 0,203841869778
8 0120 0 144| 264| 0,203841869778
9 0/120 0144 264 0,203841869778

8 | Q(HdHuMdMu)
5760  12,3503841397

¥Tableau3.1 : calcul des frZquences journalieres de chaque chiffre dans un
mot "hghymgmy".

O est la diffZrence ? Dans ce dernier calcul, on a ignorZ la structure du message, pour
s'intZresser qu*” la frZquence des symboles qui le composent. La difidse@¢eest proche

de deux shannons. Or cette quantitZ reprZsente la quantitZ d'information nZcessaire pour
spZcifier la position, c'est-"-ditedressede chaque digit. On pourait par exemple affecter un
message complZmentaire Zcrit dans un alphabet binaire pour dZterminer l'identitZ de chaque
digit : 00 pouthq ; 01 pourhy ; 10 pourmy ; 11 pourmy, par exemple.

3i) En rZalitZ, I'observateur conna’t cette structure, qui appara’t dans la convention
prZalable faite sur le standard. On peut calculer la quantitZ d'information portZe par chaque
digit pris sZparZment : 'affichage de I'heure associe quatre sources symboliques distinctes
produisant chacune des messages de longueur unitZ. Il vient :

H(ha) = Si=oe2 p(i)logp(i) » 1,483 sh

H(hy) = Sizoee P(i)log p(i) » 3,292 sh
H(mg) = log 6» 2,585 sh
H(my) = log 10» 3,322 sh
Soit un total, par motQz » 10,68 sh (cf tablea®i2).
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Hd Hu Md Mu
0| 10 0,526264335764 3 0,375 | 10 0,430827083454 6 0,332192809489
1 10 0,526264335764 3 0,375 | 10 0,430827083454 6 0,332192809489
2| 4/ 0,430827083454 3 0,375 | 10 0,430827083454 6 0,332192809489
310 0 3 0,375 | 10 0,430827083454 6 0,332192809489
4 0 0 2 0,29874687506 10 0,430827083454 6 0,332192809489
5 0 0 2 0,29874687506 10 0,430827083454 6 0,332192809489
6 0 0 2 0,29874687506 0 0 6| 0,332192809489
7 0 0 2 0,29874687506 0 0 6 0,332192809489
8 0 0 2 0,29874687506 0 0 6| 0,332192809489
9 0 0 2 0,29874687506 0 0 6| 0,332192809489
a Q(Hd) a Q(Hu) a Q(Md) a Q(Mu)
24 1,48335575498 | 24| 3,29248125036 = 60  2,58496250072 60  3,32192809489
Q(HdHuMdMu)
10,682727601

¥Tableau3.2 : calcul des frZquences journalieres de chaque chiffre dans les
mots "hy", "hy", "mg", "my" pris sZparZment.

En tenant ainsi compte de la structure du mot (calcul effectuZ sZparZment sur chaque

digit), le rZsultat obtenu s'approche@g l'information contenue dans la lecture de I'heure

proprement dite. |l subsiste toutefois une IZgere difZrence @gpeeQ;.

4}) Un autre facteur n'a pas ZtZ pris en compte : I'heure Ztant comprise entre 00 et 23,
lecture du chiffre des dizaines apporte quelque information sur le chiffre des uniitZs. i
on sait que & hy £ 3 au lieu de & h, £ 9. La rZciproque est vraie : sEh, £ 3, alors (€ hy
£ 2 ,sinon (E hy £ 1. Cette remarque ne concerne pas les minutes : pour tong @8 m,
£9.

Il est donc nZcessaire d'effectuer un calcul de probabilitZs conditionnelles pour conna’tr
la quantitZ d'information contenue dans la partie du mesghge ces deux sources
symboliques (variablds, ethy) sont liZes.

On trouve, avec les notations usuelles :

-QuantitZ d'information apportZe par la lecturégeonnaissarty :

H(hulhg) = E5i = 0e2 Sj=0eo P(i.i) log p(ifi) » 3,102 sh
-QuantitZ d'information apportZe par la lecturdgwg :
H(hu,ha) = H(hg) + H(hylhg) = 4,585 sh

-QuantitZ d'information mutuelle :
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H(hu:hg) = H(hy)DHhylha) = H(hy)+H(hg)PH(h,hg) = 0,19 sh
Autrement dit, la lecture de I'un des deux chifres de I'neure apporte une quantitZ
d'information de 0,19 sh sur la valeur de l'autre chiffre.

La quantitZ d'information totale, sur le mot, est alors :

Qs = H(hy,hg)+H(mg)+H(my) = 10,49 sh

| Hd Hu Md Mu
- 2 1 0
0| 10  0,52626433576 1) 1, 1, 0,36016067457 | 10  0,43082708345 6 0,33219280949
1| 10  0,52626433576 1) 1, 1, 0,36016067457 | 10  0,43082708345 6 0,33219280949
2| 4 0,43082708345 1 1 1/ 0,36016067457 10 0,43082708345 6 0,33219280949
3| 0 0O 1 1 1  0,36016067457 | 10  0,43082708345 6 0,33219280949
4| 0 0O 0 1 1 0,27682734124 | 10  0,43082708345 6 0,33219280949
5] 0 O 0 1 1 0,27682734124 10 0,43082708345 6 0,33219280949
6| 0 0 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949
7| 0 0 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949
8| 0 O 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949
9| 0 0 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949
a Q(Hd) a4 a a Q(Hu|Hd) a Q(Md) a Q(Mu)
24 1,483355755 4 10 10 3,1016067457 @ 60 2,5849625007 | 60 3,3219280949
a Q(HdHuUMdMu)
24 10,491853096

¥Tableau3.3: calcul des frZquences journalieres de chaque chiffre dans les
mots 'hghy", "mg" "my".

On trouve Q4 = Q1. La connaissance prZcise de la sructure du message permet ~ la

lecture de porter seulement sur la connaissance de I'heure proprement dite. Cette connaissa
de la structure du message est implicite, et porte sur la convention prZalable faite entre
I'’Zmetteur et le rZcepteur. C'est donc dans la connaissance de la rZpartition des sources
symboliques dans le message et de leurs relations que git l'information implicite utilisZe par le
lecteur pour conna’tre I'heure effective " travers I'heure affichZe.

On peut quantifier ces informations de la fason suivante : sur 12,35 h "aveugles”, ily a:

¥ 0,19 sh provenant du code utilisZ, le systeme dZcimal codant une ZnumZration
sexagZsimale, ce qui entra’ne la dZpendance de certaines sources.

¥ 1,67 sh provenant du formagH,mgm," - heures/minutes, dizaines/unitZs, 12/24h,
lecture de gauche " droite, etc - le systeme de numZration dZcimal Ztant connu, c'est-"-dire I
structure de l'affichage en une succession ordonnZe de quatre sources symboliques.

¥ 10,49 sh d'information en "valeur propre", c'est-"-dire portant effectivement sur la

connaissance de I'heure qu'il est, le systeme dZcimal et le format Ztant connus.
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3.4.2. Point de vue de I'Zmetteur : construction algorithmique du
message

Soit une procZdure effective (c'est-"-dire un algorithme) affichant I'heure "~ I'aide d'un
appareil ~ 1440 Ztats distincts. Cette procZdure peut stre simulZe " l'aide d'une machine de
Turing. Pour la clartZ de I'exposZ, nous utiliserons une machine RAMI¢m Access
Memory ~ programme enregistrZ (machine RASRandom Access with Stored
Program)[Autebert, 1992], dont on sait qu'une telle machine peut stre simulZe par une
machine de Turing. Le programme d'une machine RAM est constituZ d'une suite d'instructior
prises parmi un certain nombre d'opZrations ZIZmentaires. Dans la pratique, nous utiliserons
un sous-ensemble du jeu d'instructions du processeur 80x86, programmZ en assembleur, pc
matZrialiser cette machine. Nous disposons ainsi d'un certain nombre de registres internes au
processeur (registres AX, BX, CX, DX, CS, DS, ES, etc du 80x86) et surtout de la mZmoire
de l'ordinateur, qui met ~ la disposition du programmeur un nombre extremement grand de
"registres" formZs d'une ou plusieurs positions mZmoire de un octet chacune. Un programmie
dans la RAM est constituZ d'une suite d'instructions prises parmi les opZrations ZIZmentaire
indiquZes ci-dessous, compilZes sous la forme d'un programme exZcutable simplifiZ d'extens
.COM.

Type Instruction ImplZmentation 80x86
(r : registre; m : mZmoire)
Instruction d'affectation a:=b
CHARGER opZrande r- m MOV rm ou rr
RANGER oerande m-r MOV m,r ou r,r

Instructions d'entrZe/sortie
LIRE clavier entrer MOV r,m (adr. clavier)
fCRIRE Zcran imprimer MOV m (adr. Zcran),r

Instructions arithmZtiques+,-
INCRfMENTER opZrande r/m+ 1 INC r/m
DfCRfMENTER opZrande r/m-1 DEC r/m

Instructions de contr™le
ARRET fin INT
SAUT SINON ZfRO  si... alors... IJNZ m

Une dernisre opZration permet d'exZcuter sZquentiellement une boucle finie, mais ne

nZcessite pas d'instruction nouvelle, par dZcomptage ou comptage dans un alphabet binaire



Sources symboliques classiques 3/24

limitZ ici ~ 8 ou 16 bits :

DZcomptage:
FAIRE... pouri:=n"0 boucle: MOV r,n
... (instructions)
DECr
JNZ boucle
Comptage (la retenue Ztant ignorZe) :
FAIRE... pour i:=0"n boucle: MOV r,256-n
ou 65536-n
... (instructions)
INC r
JNZ boucle

Nous nous interdisons des instructions de type ADD, SUB, CMP (comparer a et b, en
soustrayant b de a), car celles-ci supposent I'exZcution d'opZrations plus compliquZes que I:
simple dZcrZmentation ou incrZmentation (leur profondeur logique au sens de Benett
[Delahaye, 1994] est supZrieure). Voir par exemple l'algorithme qui vZrifie I'ZgalitZ de deux
grandeurs a et b sans utiliser l'instruction CMP :

a=b? MOV ax,a
MOV bx,b
boucle: DEC ax
DEC bx
JNZ boucle
INC ax
DEC ax
JNZ suite
. ;a=b
suite ... ;&b
Enfin, nous nous interdisons l'indirection, ce qui est toujours possible avec une machine
RASP, et permet donc de simuler toute machine de ce type " l'aide d'une machine RAM. Cele
interdit aussi I'usage d'une table de transcodage rZalisZe " I'aide d'un pointeur (par adressage
indexZ), ce qui reviendrait ~ exZcuter une addition (d'adresses), hypothese que nous avons
d'emblZe ZliminZe en ne conservant que les instructions arithmZtiques INC et DEC.
NZanmoins, malgrZ la simplicitZ des instructions auxquelles nous nous limitons, on
montre [Autebert 1992, Delahaye 1994] que ce langage de programmation suffit pour
ZnumZrer I'ensemble (dZnombrable) des fonctions primitives rZcursives.
Un certain nombre de dZtails restent " rZgler pour implZmenter en assembleur un

programme d'horloge sur la machine :
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- une temporisation (tempo) devrait fixer ~ une minute la durZe d'exZcution d'une
itZration. Pour des raisons pratiques, elle sera ici volontairement rZduite ~ quelques dixismes
seconde.

- la machine possede un interface de sortie constituZe d'un Zcran de 25 lignes de 80
caracteres, ce qui est amplement suffisant pour afficher le message de I'heure (ici, en haut ”
droite de I'Zcran, adresse hexadZcimale B800:0090h).

- chaque signe est pris dans une bibliotheque de 256 symboles (code ASCII Ztendu) ave
256 attributs de couleur (couleur du caractere + couleur du fond) soit au total 256 X 256 =
65536 symboles distincts, ce qui |I” aussi suffit amplement pour reprZsenter les 1440 Ztats d
la source.

- la table ASCII Ztendue est utilisable quelque soit son sens de parcours (sens
lexicographique des codes croissants ou sens inverse).

Un programme qui affiche I'heure doit alors obZir au cahier des charges suivant:

- compter ou dZcompter 1440 Ztats distincts.

- afficher 1440 messages distincts, choisis dans une bibliotheque unique.

Cette derniere opZration est importante : il ne suffit pas d'ZnumZrer 1440 messages
distincts, encore faut-il les prZsenter selon les conventions implicites d'Zcriture de I'heure dZj
ZvoquZes. Si l'on se passe de ces conventions, alors le programme (1) fourni efvainnexe
annexe 1yuffit. Il s'agit d'un programme minimum, qui affiche I'heure ~ I'aide de 255 symboles
ASCII (le symbole NUL de code ~est ZvitZ) avec 6 couleurs diffZrentes (bleu, vert, bleu de
cobalt, rouge, marron, gris clair) de sorte qu'il est possible d'afficher 1440 Ztats distincts codz
dans une bibliotheque de 255 X 6 = 1530 symboles. Ces symboles codent bijectivement |'Zte
du registre (dZnommZ "compteur"). Si I'on effectue un dZcomptage de 1440 " 1 (DEC), la tab
des codes ASCII est parcourue ~ I'envers ; dans le cas contraire d'un comptage de 64536-14«
" 64535 (INC), elle est parcourue dans le sens usuel des codes croissants. Mais peu importe
il n'y a” ce stade aucune convention concernant I'ordre lexicographique. Au total, nous
obtenons un programme de longueur (i.e. de complexitZ) Zgale ~ 29 octets.

Le programme (2) quant " lui exZcute une tache supplZmentaire : il affiche I'neure en bas
soixante, selon I'Zcriture traditionnelle du temps (qui remonte aux babyloniens !). 60 symbole

ASCII monochromes suffisent. La complexitZ de ce programme est de 48 octets.

Mais le programme (2) est faux ! ftant donnZ une bibliothseemprenant 60
symboles £1,E, cgg}, il nous faut ZnumZrer respectivement les symhmlds, cgo pour les
minutes et 1,E, c,4 pour les heures. L'affichage des Ztats d'un compteur ou d'un dZcompteur

ne suffit pas. Il faut ajouter un test d'arret lorsque h = 24, car le comptage des minutes impos
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un sens de balayage de la bibliothea(g, dec, ~ cgo, Si bien qu'il est faux d'ZnumZrer les

heures, comme le fait le programme (2)cdg” ceo (" moins de considZrer que le message des

heures est Zcrit dans un alphabet diffZrent de celui des minutes, ce qui est contraire aux
hypotheses de dZpart : nous voulons guethm,E, soient codZs par des symboles de meme
type). Donc, si nous voulons Zviter 'utilisation d'un test d'ZgalitZ par l'instruction CMP, et
Zviter l'indirection (pour l'utilisation d'une table), nous sommes conduits ~ compliquer le
programme en distinguant la variable de comptage de la variable d'affichage des heures b cf
programme (3).

Remarquons que la complexitZ de ce programme est la meme, qu'il exZcute un comptage
ou un dZcomptage : comme dans la thZorie shannonienne de l'information, la thZorie

algorithmique de l'information ne prend pas en compte le sens d'ZnumZration des messages,
est ici le sens de parcours de la bibliothei4g fixZ par le sens d'ZnumZration des minutes.

L'information implicite concernant ce sens n'est pas une donnZe numZrique ZvaluZe par ces
thZoriesEn revanche e fait de devoir tenir compte de ce sens dans I'ZnumZration des heures
compligue le programme (3) b dont la longueur est de 52 octets D par rapport au programm
(2) : ce n'est donc pas le sens qui est mesurZ par la complexitZ de l'algorithme, c'est son
existence, le fait qu'il y ait un sens ou qu'il n'y en ait pas.

Meme avec une machine de Turing travaillant en code unaire, il ne serait pas possible de
faire I'Zconomie de cette complication supplZmentaire si I'on suppose par hypothese que le
fonctionnement de toute machine ZnumZrant une suite d'Ztats distincts fait appel °
l'arithmZtique des entiers naturels (faute d'une telle hypothese, aucune Zvaluation numZrique
de complexitZ n'est plus possible). En effet, de deux choses I'une. Ou bien la machine compt
dans l'ordre numZrique croissant. La premiere minute ou la premiere heure est alors codZe pa
un 1, la vingt-quatrisme heure par vingt-quatre 1, la soixanti*me minute par soixante 1
successifs. Mais alors cela nZcessite pour l'arret 'usage d'une machine de Turing sachant
exZcuter le test d'ZgalitZ (h = 24 ?), d'os une complication algorithmique et une profondeur
logique supplZmentaires. Ou bien la machine dZcompte I'ordre numZrique jusqu"” zZro (arret ¢
zZr0). La premisre minute ou la premisre heure sont codZes par soixante 1 B si I'on veut
prZserver la regle de l'alphabet commun aux deux messages (heure, minute)  la vingt-quatrier
heure par trente-six 1, la soixantieme minute par un 1. Cela nZcessite alors de faire la
distinction entre le dZcompteur horaire (initialisZ ~ vingt-quatre 1) et le message affichant
I'heure (initialisZ ~ soixante 1). D'oe ~ nouveau une complexitZ algorithmique accrue.

Enfin le programme (4) affiche I'ZnumZration sexagZsimale des heures et des minutes et
base 10, ce qui apporte deux contraintes supplZmentaires :
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- il faut compter sZparZment les dizaines et les unitZs des heures et des minutes, ce qt
ajoute deux boucles de calcul, une par source symbolique supplZmentaire.

- il faut insZrer une condition d'arrst sur la vingt-quatrisme heure, ce qui correspond,
dans la thZorie shannonienne de l'information, ~ la connaissance que I'on a sur le chiffre des
unitZs d'heure quand on lit celui des dizaines, ou vice versa.

Le programme (4), de longueur 126 octets, affiche les entiers 0~ 9 " 'aide des chiffres

"arabes" habituels -ce qui impose encore le sens (lexicographique) de parcours de la

bibliothequeX1p, et donc la distinction entre variables de comptage et variables d'affichage.

En rZsumZ (cf table@#) , cette Zvaluation succincte de la complexitZ algorithmique de
l'affichage de I'heure met bien en Zvidence les diffZrents contenus d'identification ajoutZs ~
l'information horaire proprement dite. Les conclusions apportZes ici au niveau de I'Zmetteur
rejoignent les rZsultats examinZs au paragraphe prZcZdent concernant le rZcepteur :

- 29 octets sont nZcessaires pour fabriquer la source ~ 1440 Ztats

- il faut ajouter 19 octets supplZmentaires pour tenir compte du systeme de numZratior
(base 60)E

- et 4 octets pour spZcifier le sens d'ZnumZration des Ztats.

- un supplZment de 74 octets vient enfin complZter l'algorithme pour respecter le forma
(hghymgmy,) et le codage dZcimal.

Dans cet exemple, I'heure est le contenu d'information effectivement transmis, Ztant
entendu que le rZcepteur et I'Zmetteur du message sont implicitement d'accord pour compte
I'heure en base 60 et I'Zcrire en base 10 dans un format pondZrZ sur 4 digits justifiZ ~ droite (I
chiffre de poids faible, situZ ~ droite, jouant le r'™le de rZfZrence).

Un codage ZIZmentaire ~ partir d'une bibliotheque complexe conduit ~ un programme de
courte longueur, alors qu'un codage sophistiquZ " I'aide d'une bibliotheque rZduite conduit "~ ur
programme beaucoup plus long. Cette constatation ZIZmentaire est une clZ des techniques ¢
compression d'information, qui consistent ~ rejeter dans le codage (non transmis) un maximur
d'information, pour que le message transmis soit le plus court possible.

Mais inversement, peut-on expliciter completement, dans un processus de transfert
informationnel, le contenu d'identification implicite qui lui est inhZrent ?
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Tableaud.4 : affichage de IOheure (rZsumZ) :
o A lQaide dOune bibliotheque de 1440 symboles :
¥ QuantitZ dOinformation :
Q1 =log (24 x 60) = 10og1440 = 10,491853 sh

¥Programme :
B8BBOOSECOA1011EFEC426A30090BAFFFF4A7SFDFFOEOL1ETYS
EBB44CCD2105A0

o A l'aide d'une bibliotheque de 60 symboles :

¥QuantitZ dOinformation apparente :

59
Q,=2.4 p.logp =1128sh
i=0
¥ QuantitZ dOinformation rZellement transmise :
Q3 =log24 + log 60=10,49 sh

¥Programme :
B8BSOOSBECOB41FA0013726A30090C60601363C90A0013626A3
0098BAFFFF4A75FDFEOEO13675EDFEOEO137FEOEO013575D6B4

4CCD21183C3C

o A IQaide dOune bibliotheque de 10 symboles :
¥QuantitZ dOinformation apparente globale :
9
Q,=4" A plogp =1232
i=0
¥QuantitZ dOinformation apparente , la structure du messgygrgm,)
Ztant connue :

2 9 6 9
Q3= & hyloghy + & hy logh, + § mylogmy + § m, logm,
d=0 u=0 d=0 u=0
=1483+ 3,292+ 2,585+ 3,322=10,68 sh

¥QuantitZ dOinformation rZellement transmise :

2 2 9 6 9
Qs4=a hyloghy + & & hyuloghy, + & mylogmy + § m,logm,

d=0 d=0u=0 d=0 u=0
=1,483+ 3102+ 2,585+ 3,322=10,491853%h
¥Programme :

B8BSOOSECOB41FA0018426A30090C60601853090C60601800A
90A0018526A30092C60601863090C60601810690A0018626A3
0098C60601873090C60601820A90A0018726A3009ABAFFFF4A
75FDFEO60187FEOE018275E9FE060186FEOE018175CCFEOEOQL
837504B44CCD21FEO60185FEOE018075A5FE060184FEOEOL7F
39017D7588030A060A1830303030
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3.5. Conclusions

3.5.1. InterprZtation ensembliste

ConsidZrons les sourcBst Gcomme deux ensembles A et B. Ecrivaiid) et m(B)
quelque mesure (par exemple I'aire) associZe ~ A et B. Dans le cas discret, les entropies son

positives ou nulles, et additives. On peut formuler un parallele entre les trois formalismes,
ensembliste, probabiliste et informationnel :

0 mathZmatiques ensemblistes : mMAEB) =n(A) + m(B) Bn(ACB)
0 probabilitZs P(AEB) = p(A) + p(B) Pp(ACB)

0 thZorie de l'information H(A,B) = H(A) + H(B) BH(A:B)

avec :

H(A) : mesure de I'ensemble A
P(A) : probabilitZ de I'’ZvZnement A
H(A) : entropie de la source A

Le bilan de I"interprZtation ensembliste de la thZorie de I'information est le suivant :

m p H
mA) p(i) H(x)
NMAEB) p(i,j) H(x;h)
nMACB) H(x:h)
MAGCAB) p(il)) = p(i.j) / p() H(x[h)
mMAEB) £ n(A) + m(B) H(x,h) £ H(X) + H(h)
mMACAB) £ m(A) H(x|h) £ H(X)

L'intZrst de cette reprZsentation est qu'elle s'Ztend ~ un nombre quelconque de sources

Avec trois sources, citons en exemple quelques relations (dZmontrZes formellement par
Khinchin) :

MAEBEC) £ mA) + n(B) + mC) H(x,h,z) £ H(X) + H(x) + H(X)
mfC C A(AEB)] £ m(C C AB) H(z|x,h) £ H(z|h)
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H(h)
<
H(x)
" A B
H(x,h,z)
H(z) C H(z|x,h)

¥Figure3.5 : prZsentation ensembliste associZe ~ trois sources de vaxiables
h, z.

De meme :
mMAC(BEC)] = m(ACB) + nfAC(CCAB)] H(x:h,z) = H(x:h) + H(x:z|h)
mM(BEC)CA] = m(BCA) + niCC(ACAB)] H(h,z:x) = H(h:x) + H(z:x|h)

H(x:h)
H(h)
<\
H(X),
B
H(x:z|h) = H(z:x|h)
H@), C

¥Figure3.6 : prZsentation ensembliste des informations mutuees,z),
H(x:h) etH(x:z|h)

Enfin, dans le meme ordre d'idZe, on montre que :
ThZoreme3.6 : I'entropie classique possede la propriZtZ apmaids-additivitZ "“forte" :
H(x,h,Z) + H(h) £ H(x,h) + H(h,2)

Remargue sur les notations

On constate que la notation ensembliste est plus claire que la notation adoptZe
gZnZralement en thZorie de l'information, des que celle-ci traite de plus de deux sources. ||
convient d'avoir ~ I'esprit les conventions de lecture suivante, sachant qu'on lit les expression
de gauche ~ droite :

H(x : (expressio)) lire H(x C (expressio))
H(x | (expressio)) lire H(x C A (expressio))

H(x , (expressio)) lire H(x E (expressio))
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Aussi serait-il prZfZrable d'utiliser, en cas d'ambigustétition ensembliste, par
exempleH(xC(zCAh)) pourH(x:z|h).

3.5.2. RZsumZ des propriZtZs de I'entropie discrete

Nous donnons dans le tableag un bilan de certaines propriZtZs de I'entrblpigi
ont ZtZ exposZes dans les paragraphes prZcZdents. Ces propriZtZs ont ZtZ choisies pour
faciliter I'’Ztude comparative des autres entropies (diffZrentielle, quantique, algorithmique,...)
avecH. Les propriZtZs de sont en quelque sorte "canoniques”, mais non nZcessairement
justifiZes par rapport au concept d'information proprement dit. Elles sont issues d'un calcul
statistique expZrimentalement et axiomatiqguement solide fondZ sur des flux de donnZes, mai:
ne sauraient caractZriser que ce calcul lui-meme, et non le concept de quantitZ d'information

dont il n'est qu'une modZlisation ZIZmentaire.
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Tableau 3.5 | Entropie statistique classique (discrete)
Minimum H(0) =H(1) = 0 L'entropie d'une variable certaine est nu
H(x|X) =0
Majoration L'entropie d'une variable " distribution
: H(x) £ logN uniforme p = 1/N est maximale
ConcavitZ N 6 N L'entropie d'une moyenne est supZrieur
) r ., 2 r la moyenne des entropies ZIZmentaires
Hgal jpjz® al jH(p))
j=1 g j=1
Monotonie L'entropie du tout est supZrieure ~ I'entrc
H(xh) H(x) des parties.
AdditivitZ La connaissance d'une information sur /

H(x|h) £ H(x)
H(x,h) = H(x) + H(h|x)

peut que diminuer l'incertitude sur B.

Sous-additivitz

H(x,h) £ H(x) + H(h)

Les corrZlations entre deux parties
composant un systeme ne peuvent que
diminuer I'entropie totale

Sous-additivitz
"forte"

H(x,h,z) + H(h)
£ H(x,h) + H(h,z)

Si 2 systemes AB et BC (union ABC) si
recouvrent partiellement en leur intersec
B, alors H{ABC} + H{B} £ H{AB} +
H{BC}

Signe

H(x)% O
H(x]h) 2 O

H(x,h)2 0
H(x:h)3 0

L'entropie est positive ou nulle

SymZtrie

H(x:h) = H(h:x)
= H(x) + H(h) BH(x,h)

L'information contenue dans A~ propos
B est la meme que l'information content
dans B ~ propos de A

Changement ¢
coordonnZes

X®zb H(X)=H(z2)

L'entropie est invariante dans un
changement de coordonnZes

AlZatoiritZ

oui

Par dZfinition, il existe une loi de
probabilitZ.
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3.5.3. Structure heuristique de la thZorie statistique classique

Pour conclure, nous considZrerons la structure heuristique de la thZorie shannonienne «
linformation : ~ quelles opZrations cognitives et ~ quels calculs doit-on se livrer pour Zvaluer
des quantitZs d'information ? Nous reprZsenterons cette activitZ de modZlisation " l'aide de
quelques symboles graphiques. Le schZma gZnZral de calcul est :

i ® p(i) ® H(p)
index® probabilitZ® entropie

() Remarquons tout d'abord gleecalcul boolZen est une reprZsentation sous forme
algZbrique de processus cognitifs discursifs relevant de la logique des propositions et de la
logique des classes, qu'illustrent les diagrammes de Venn. D'un point de vue cognitif, il est
significatif de remarquer qu'un meme diagramme de Venn peut stre lu dans diffZrents langages
(ensembliste, probabiliste, informationnel) : cela va dans le sens de I'hypothese selon laquelle
s'agit bien d'une primitive cognitive.

ftablir des tableaux de probabilitZs (voir par exemple tal8eati3.3) rZsulte de ces
opZrations cognitives minimales. C'est une activitZ "multicruciale” par excellence, de
classifications horizontale et verticale dans I'ordre d'ZnumZration de chaque bibliotheque
symbolique. Le dZcompte des objets permet d'Ztablir les frZquences, d'oe sont tirZes les
probabilitZs (on se place dans le cas pratique le plus courant os les probabilitZs sont calculZ
" partir des frZquences, mais dans le cas o celles-ci seraient posZes axiomatiquement, on se
trouverait aussi face "~ une activitZ cognitive de nature ensembliste). Convenons de reprZsent

cette activitZ de classification et de dZcompte par les syn gcas " une dimension) et

(cas " deux dimensions). Notons que cette Ztape constitue toutefois le "maillon faible"

de la thZorie statistique classique des sources symboliques : ces pavZs " rayures ou " petits
carreaux cachent mal la pauvretZ de nos connaisances sur l'origine cognitive desp{Ombres
c'est-"-dire des probabilitZs.

(i) Les probabilitZs ayant ZtZ ZvaluZes, il reste "~ faire les calcalS; p log p. Nous

reprZsenterons ceux-ci d'apres les techniques mises en jeu. La toute premiere d'entre elles es
un calcul de moyenne pondZrZe. Anticipant sur les notations utilisZes dans la prochaine
section, nous dirons qu'une moyenne pondZrZe est, ~ une normalisation pres, le rZsultat d'ur
produit scalaire de deux vecteurs duaux :
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1 2
qXgtaX ... VRl 2N TN

=—la a ..)cXo==—1{a|X
N N los 2 )g 22T NV

g

D'oe les symboles :
<|-> opZrateur produit scalaire
log opZrateur logarithmique

Il reste enfin ~ calculer l'information mutuelle par :

X s .
—)— opZrateus = x By

/|

Nous noterons Zgalement :

-------------------- (trait discontiny grandeur nZcessairement dZnombrable

EEEEEEEEEEEREE&tIBHE EEEEEERrandeur pouvant stre non dZnombrable

(iii) Le schZma heuristique de la thZorie est symZtrique. La connaissance des
caractZristiques d'une source n'est qu'une connaissance statistique, qui ne fait pas intervenir
constitution interne de celle-ci, vue seulement comme une "bo"te noire”. On remarque que la
connaissance des entropies conditionnelles nZcessite d'associer (de conna’tre) deux fois les
sourcesS etG au niveau des probabilitZs d'une part (Zvaluation ensembliste des probabilitZs
conditionnelles), au niveau du calcul de I'entropie proprement dite d'autre part (Zvaluation de
l'espZrance mathZmatique des entropies de chaque symbole).



Sources symboliques classiques 3/35

pa i)

log

{i} p(i)

'—Iog] i

H(x|h) H(h) pQ) {i}

¥ Figure 3.7: la structure globale des opZrations cognitives et des calculs que
la thZorie met en jeu est prZsentZe ici schZmatiquement, au travers de
processus de calcul tels gdéx) =f (p(x = ¢;j)) ou H(x:h) =H(x) B
H(x|h).
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3.6. Extension au continu : entropie diffZrentielle

3.6.1 Source infinie discrete ou source dZnombrable

LOextension de la formule de IQentropie statidtiguecas continu est dZlicat. Une
premiere gZnZralisation de la notion d'entropie d'une source symbolique finie discrete consiste
~ Ztendre cette dZfinition ~ une sourBale bibliotheque infinie discrete, c'est-"-dire
dZnombrable :

X={cy, ...,Cj, ..}

qui Zmet des messages de longueur finie :
z z ~ ~ m
S =X1X2 E XkE Xm avecxkl X et sl X

On dZfinit la probabilitZ :
y
P(x = ¢;) =p(i) qui a un sens si a p(i)=1 ; p@i)20
i=1

L'entropie est dZfinie par analogie avec le cas fini :
¥
H(x) =E[- logp(i)] =- & p(i)logp(i)
i=1

Contrairement au cas fini, il n'y a pas de majoration de I'entropie par une constante.
Mais la principale difficultZ est que la convergence de cette sZrie dZpend de la loi de
probabilitZ. Pour certaines lois, I'entropie n'est pas dZfinie car la sZrie ne converge pas.

Exemple: soit une loi dZfinie par p(i) = —
a Gi
i=1
1
(i +1)log(i +1)

La sZriep(i) log p(i) : - converge poug =

1
(i +1)(log(i +1))°

- diverge pourg =

3.6.2. Entropie diffZrentielle d'une source ZchantillonnZe

On considere une source de messages formZs de suites finies dZnombrables de signes

pris dans une bibliotheque symbolique infinie non dZnombrable [Kolmogorov, 1956].

Soit une variable alZatoikeabsolument continue obZissant ~ une loddasitZ() :
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+¥
P(x£ x £x+dX) =p(X)dx quiaunsens si Q p(x)dx=1

En premisre approximation, I'Zvaluation de I'entropie rZsulte, par analogie avec le cas
discret, du passage " la limite dans la dZfinition de I'entropie d'une source discrete :

H(x)=-8 p(i)logp(i) ® Hy(x)=E[- logp(x)] =~ & P(¥) logp(x) dx
i=1

DZfinition3.4 : on appellentropie diffZrentielléa quantitHgy(x).

Comme dans le cas discret, I'entropie diffZrentielle est une fonction concave. Shannon

. o~ b

envisage par exemple la moyenne anZra@lZ(ax,y) p(x)dx , sil (X) etp(x) sont des
b b

fonctions mesurables, ave¢x) 3 0 etQI (x,y)dx = QI (X, y)dy =1. Il vient :

HEQ! (% V) PGS H{ p(x)

On peut aussi considZrer cette propriZtZ sous I'angle de moyennes sur un ensemble
discret de distributions continues :
O N

o )
Hga ! ;p(x)z® &1 jH(p;(x)
j=1 g j=1

Exemple entropie diffZrentielle d'une source gaussienne (loi normale).

On suppose la loi de probabilitZ centrZe :

XZ

p(x) = —=e 2
s\/2p
Il vient :
N N
1 ¢ NG u
Hy(x) =——= Qe 2 elog(s-JZp)+—logelg dx
d sJZp_S 8 252 g

2
¥ .
A l'aide du changement de varialzfé;@ t et sachant qua: e t2dt = -‘/p , il vient :
S )

Hq(x) = logsv2pe
ThZoreme3.7 :
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Pour une puissance donnZe, la quattiggd \/Zpe maximise l'entropié¢dgy.

o L'inZgalitZ de Gibbs (cf323.3) peut stre Ztendue aux densipg etq(x) telles que
P =Letdm(x) =1
0 4y ¥
8, P()In Q(( ; gq 1:= 0, 400~ Q, P(X)=1-1=0

p(x)

De (‘fép(x)log—q( 0 3 0, on dZduitHg(x) £ - (‘f p(x) logg(x)dx. Supposons que

soit une v.a. centrZe d'ordre 2, c'est-"-dire de "puissance"@qu)xzdx =s?. Il vient :
¥ loge +¥ 2
Hy(X) £logsv2p), p(x)dx+—=¢) p(x)x“dx
d (-14 25 2 Q—#

ou: Hy(x)£ logs+/2pe

zE

L'extension de I'entropie du cas discret au continu, qui concerne des quantitZs de natur
diffZrente (i) est un probabilitZ, alors qpéx) est une densitZ de probabilitZ, qui peut stre
supZrieure " 1), soulsve cependant un certain nombre de difficultZs [voir par ex. Reza, 1961,
RZnyi, 1962, RZfrZgier, 1993], comme le remarquait Zgalement Shannon lui-meme.

(i) ThZorsme3.8 : I'entropie diffZrentielle d'une v.a. ~ distribution continue peut stre

nZgative.

Exemple Sip(x) est une loi de probabilitZ de densitZ constante et Zgaealdrs la
relation prZcZdente conduitiy = logA. Non seulement un tel rZsultat, selon la valeuk de
peut stre nZgatif, mais encolry dZpend de cette amplitudeOr I'information portZe par
un signal devrait «tre invariante dans toute homothZtie : I'information portZe par un texte
devrait «tre la meme quelle que soit la taille des lettres, I'information portZe par la parole ne
devrait pas dZpendre du niveau de la voix D tant qu'elle reste intelligible, etc.

De meme, une loi normale centrZe conduit ™ un rZsultat, positif, nZgatif ou nul, qui

dZpend d'une valeur particulisre de I'Zcart-type.

(i) ThZoreme3.9 : I'entropie diffZrentielle d'une v.a. " distribution continue peut etre
non bornZe.
o ConsidZrons par exemple une waontinue dZfinie sumfb], dont la valeux est

ZchantillonnZe avec un p@s. Sur p,b il y a un nombre fini d'intervalles 1, .,,.., N.La
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densitZ de probabilitZ est dZfinie par :
Pla=Xxg£X_1EXEX £EXy=b)= (‘sz)g_)q 1 p(x)dx = RDx

N
. . b
Si la loi de probabilitZ est correctement dZfinie, Q\Q] p(x)dx =1, donc é RDx =1,
i=1

ce qui permet de dZfinir la loi de probabilitZ discp(i@ = P;Dx. Aussi I'entropie de la variable

ZchantillonnZe, est :
\ D \
H(xe) =- A PDxlogRDx =- @ RDxlogP. - a RDxlogDx
i=1 i=1 i=1
Par dZfinition déiq(x), il vient :

N

Hq(x) = lim H(xe)z-(‘gbp(x)logp(x)dx- lim éPiDdong
Dx® 0 Dx® 0,23

N N
Le terme lim aol PDxlogDx ne converge pas, cé RDx =1, mais lim logDx =- ¥ .
Dx® 0,_4 =1 Dx® 0
zE
Si I'on diminue le pas d'Zchantillonnage, l'information devient potentiellement infiniment
grande : tout dZpend en rZalitZ du pouvoir sZparateur du rZcepteur qui dZtermine, comme n

le verrons plus loin, I'’Zchantillonnage et sa rZsolution.

(i) ThZoreme3.10: I'entropie diffZrentielle d'une v.a. " distribution continue n'est pas

nZcessairement invariante dans un changement de coordonnZes.
o Dans le cas d'une loi discrete, cette invariance est respectZe. Par exemple, aux faces

d'un dZ = {1,2,3,4,5,6} correspondent les probabilitZs (1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6), ce qui
donneH(x) = log 6. Un changement de variable, par exer)a‘plv@(2 ={1,4,9,16,25,36}, ne
modifie pas la loi de probabilitZ, et ddH(:xz) =log 6.

Dans le cas continu, un changement f(x) supposZ bien formZ conduit ~ une densitZ :

p'(x) = p(x)

dx
dx
et " I'entropie associZe :

Ha(x) = - (‘ijp'(x')log p'(x")dx
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Hd(X)—-@ p(x) Iog p(x)

Hy( = - &, P()log px)ax- &, p(x)logi dx

dx

430 = H0+ & P9 o

wE
Dans le cas continu, I'entropie dans le nouveau systeme de coordonnZes dZpend de la
log [dx'/dX.
Remarque dans le cas particulier o8 =ax+ b, il vient : H'4(x) = Hg(x) + log p|. Pour

une transformation linZaire des coordonnZes, I'entropie d'une loi continue reste invariante " ul
constante logg| pres.

3.6.3. Entropies diffZrentielles de sources ZchantillonnZes conjointes

En Ztendant le cas discret " deux v.a. absolument continues, on dZfinit les diffZrentes
densitZs de probabilitZ correspondantes :

p(x.Y) = P(x)-p(y[X) = p(y)-p(x|y)
0°: P(X£ X £ x+ dX) =p(x) dx
P(yEhEy+dysixE x £ x+dx =p(y|¥

avec: p(x) =G p(xy) dy p(y) = G p(xy) dx
@, p() dx= 1 Q@ p(y) dy=1
OR p(x.y) dxdy= 1 OR p(Xp(y) dxdy= 1

DZfinition3.5 : les diffZrentes entropiéy(x), Ha(h), Ha(x|n), Ha(h|X), Hg(x,h) en
dZcoulent :

Ha(x,h) = BOR p(x.y) log p(x,y) dxdy

Hdh) = EOR ) g ) ey = - &' Pl y) 1o BT ey

ainsi que l'information mutuelle :

Ha(x:h) = Ha(x) BH4(x]h) = Hg(h) DH4(h]X) = Hy(x) + Ha(h) BHqg(x,h)
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p(Xx y)X
p(x) p(y)

Dans le passage au continu, les diffZrentes entrdp{gfh), Hq(h[x), Ha(X,h)

Hq(xh) = @ Q p(x,y)log—=——

soulsvent les memes difficultZs que prZcZdemment.
Par contre, celles-ci disparaissent dans le cas de l'information mutuelle, qui, en outre,
conserve ses propriZtZs de symZtrie :

(i) ThZoreme3.11 : l'information mutuelle entre deux v.a. continues n'est jamais nZgative.

o De I'Zquation prZcZdente et de la convexitZ de la fonction logarithme on dZduit :

¥ € p(x.y)

Hq(xh)s3 Q Qg p( y)ep(x)p(y) - léloge dxdy

+
N

¥ +¥ ¥ ¥
Hq(xh)s3 Q Q p(Xx, y)loge dxdy+ Q Q p(x), p(y) loge dxdy

Hgy(x:h)2 1.loge- 1.1.loge
Hy(xh)3 0
@

Corollaires

¥ L'information diffZrentielle est sous-additive :
Hga(x:h) = Hgq(x) + Hg(h) BHg(x,h) 3 0 b Hg(x,h) £ Hy(x) + Hg(h)

Mais cette inZgalitZ (ZgalitZ dans le cas de variables indZpendantes) est maintenant un

inZgalitZ algZbrique. On ne peut donc plus affirmer, par exemplelg@xid) £ Hy(x)

l'entropie diffZrentielle n'est pas monotone.
¥ Par contre, de :

Hg(x:h) = Hgq(x) BHg(x|h) 2 O
on dZduit que :
Ha(x|h) £ Ha(x)
Comme dans le cas discret, la connaissance d'une information auxiliaire n‘augmente pas
l'incertitude.

(i) ThZorsme3.12 : l'information mutuelle est finie.

o Le passage " la limite des densitZs absolument continues est dZfini par :

P(x.1EXEX)= Q)(p(x)dx: P.Dx



