
Section 3

SOURCES SYMBOLIQUES CLASSIQUES

3.1. Introduction : dŽfinitions

Nous utiliserons les notations de la section prŽcŽdente, proches des notations utilisŽes 

par RŽnyi  [RŽnyi, 1962, 1992].

On consid•re une source symbolique S de messages s consituŽs de cha”nes de m signes 

x pris dans une biblioth•que X de N symboles c1, ..., cN :

x Î X = { c1,... c i ,... cN}

s = x1... xk ... xm  Î S Ì X *

 x est considŽrŽ comme une variable alŽatoire ˆ valeur dans l'ensemble X. On suppose 

que la rŽpartition statistique observŽe des symboles c i  dans le message s est la suivante :

c1 prŽsent k1 fois dans s : frŽquence k1 / m

 .......................................................... .........

cN  prŽsent kN  fois dans s : frŽquence kN / m

avec : 

    
ki

i =1

N

å = m

On note Q(s) la quantitŽ dÕinformation ou masse informationnelle du message s. On 

pose : 

Q = V(s) . H(x)

o• :

- V(s) est une grandeur extensive dŽsignant le volume dÕinformation contenue dans le 

message s . Nous adopterons dans la suite la dŽfinition de la fonction de volume caractŽrisant 

le message par la quantitŽ :

V = l(s) = m

o• l(s) est la longueur du message exprimŽe en nombre de signes.

- H(x) est une grandeur intensive dŽsignant la densitŽ dÕinformation diacritique [Oswald 

1986], information contenue dans un volume ŽlŽmentaire de rŽfŽrence. Si on choisit ce volume 
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ŽlŽmentaire comme Žtant Žgal ˆ un signe (V = 1), alors H(x) dŽsigne la densitŽ diacritique 

moyenne par symbole, ou entropie, contenue dans le signe x.

Remarque : 

En toute rigueur, la rŽpartition statistique des symboles est normalement calculŽe sur 

l'ensemble des messages lus ou Žcrits par S, qui peuvent •tre considŽrŽs comme la rŽunion (par 

concatŽnation) en un seul message s' de longueur m'. Mais, quelle que soit la mani•re de 

considŽrer ce qui est lu ou Žcrit par la source, ce qui Žvolue est la variable x, ˆ qui sont 

affectŽes successivement des valeurs prises dans la biblioth•que X. 

3.2. Entropie statistique d'une source unique

3.2.1. Approche intuitive

i) Soit un message de volume unitŽ, Žmis par une source dont la biblioth•que comprend 

N = 2
Q

 symboles c i distincts (i = 1,..., N). En lÕabsence de toute autre information que 

possŽderait Žventuellement lÕobservateur sur cette source, la masse informationnelle est Žgale 

au nombre dÕŽtapes (ou au nombre de questions,  ou, ˆ une constante pr•s, au nombre de pas 

de calcul)  nŽcessaires pour dŽterminer le symbole contenu dans le message en exŽcutant un 

algorithme dichotomique arborescent :

Q = log N + O(1)

Remarques :

- on prendra arbitrairement : O(1) = 0 (ce qui suppose une machine construite pour 

exŽcuter un pas de calcul par alternative binaire).

- ce rŽsultat se gŽnŽralise au cas o• N nÕest pas une puissance de deux.

ii) Soit un message de volume m. La frŽquence du symbole c i  est notŽe ki . On a :

    
m= ki

i =1

N

å

Si lÕobservateur  constate que tous les symboles ont, dans le message, la m•me 

frŽquence, on peut Žcrire :

ki  = k " i  Þ  k = m/N  Û  N = m/k

La masse informationnelle totale vaut  :
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Q = m.log N = m.log

m
k

Remarque : la densitŽ diacritique est, dans ce cas  particulier, Žgale ˆ : H(x) = log(m/k). 

Elle sÕexprime en unitŽ de masse par unitŽ de volume ŽlŽmentaire, soit en shannon/symbole 

(abrŽviation :  "sh/symb"). 

iii)  Si lÕobservateur constate que les frŽquences sont  diffŽrentes, la masse globale du 

message est la somme des contributions en masse qi dže ˆ chaque symbole, qui contribue pour 

un volume ki  au message, avec une densitŽ  log m/ki   sh/symb. On remarque que cette derni•re 

quantitŽ est dÕautant plus grande que le caract•re est plus rare dans le message.

    
qi = ki .log

m
ki

Þ Q = qi
i =1

N

å = ki log
i =1

N

å m
ki

La densitŽ diacritique moyenne par symbole, exprimŽe en  sh/symb ,  est donc :

    
H(x) =

Q
V

=
Q
m

=
ki

m
log

m
kii=1

N

å

Si on dŽfinit les probabilitŽs comme limites des  frŽquences lorsque m ® ¥  on aboutit ˆ 

la formule classique  :

    

ki

m m® ¥¾ ® ¾ ¾ ¾ p(i ) Þ  H(x) = - p(i ) log p(i )
i=1

N

å

Plus prŽcisŽment, si lÕon consid•re la quantitŽ H comme lÕespŽrance mathŽmatique des 

densitŽs log(1/pi) des diffŽrents Žtats possibles :

    
H = E log

1
pi

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ = - pi

i
å log pi

Exemple : 

Soit une source binaire telle que X = {¯,1}. Soit p(¯) = p, p(1) = 1 Ð p. On note H2(p) 

l'entropie de cette source. Il vient :

    H2 = - p log p- (1- p) log(1- p)

H2

 p    
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¥Figure 3.1

On montre [voir par exemple Shannon 1948, Guiasu et  Theodorescu 1971, Oswald 

1986] que la convergence de H  vers ÐSi  pi logpi  est une consŽquence de la loi des grands  

nombres :

    
" d, e,   p

ki

m
log

m
ki

- H
i
å £ d

æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ >1- e

et qu'en consŽquence il est lŽgitime de remplacer les frŽquences par des probabilitŽs.

3.2.2. Approche axiomatique

On peut aussi appliquer ˆ la quantitŽ dÕinformation une dŽfinition purement 

axiomatique. Nombre dÕauteurs, apr•s Shannon, en partant de certaines des propriŽtŽs 

exposŽes ci-dessus prises comme axiomes, aboutissent ˆ une formulation commune de 

lÕentropie [voir par ex. Khintchine 1957, Faddeev 1956, Kullback 1958, RŽnyi 1962], et 

Žtablissent lÕaxiomatique de lÕinformation ˆ partir des probabilitŽs. Il est intŽressant de 

constater que des axiomatiques fort diffŽrentes aboutissent ˆ une m•me formulation de 

lÕinformation.

RŽciproquement, d'autres travaux [voir par ex. Ingarden et Urbanik 1962, KampŽ de 

FŽriet  et Forte 1967, Giascu et Theodorescu 1971] proposent de dŽduire la probabilitŽ de 

lÕinformation. Ces auteurs dŽfinissent lÕinformation sur une classe dÕalg•bres boolŽennes dÕo• 

il est possible de construire une axiomatique des ŽvŽnements ŽlŽmentaires en attachant ˆ 

chaque ŽlŽment une classe de probabilitŽ (mais en rŽalitŽ cette probabilitŽ est rempla•able par 

toute mesure mathŽmatique ayant les m•mes propriŽtŽs). Cette dŽmarche sÕest avŽrŽe fŽconde,  

puisquÕelle conduit au principe du maximum dÕentropie, important thŽor•me en thŽorie de la 

dŽcision [RŽfrŽgier 1993].

SchŽmatiquement, lÕaxiomatisation de lÕinformation ˆ partir des probabilitŽs se prŽsente 

ainsi :

i) On consid•re un syst•me S dont les N Žtats sont supposŽs : identifiŽs (on en conna”t 

la liste), de  probabilitŽs p1, p2,... pi ,... pN  connues..  Soit H(p1, p2,...,  pN) la fonction attachŽe 

ˆ ces probabilitŽs, qui poss•de les propriŽtŽs axiomatiques suivantes :

Axiomes

- A1) H est une fonction continue des pi
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- A2) H est maximale lorsque les ŽvŽnements sont Žquiprobables (cela correspond ˆ la 

plus grande  incertitude) :

    
HN ( p1,..., pN ) £ HN

1
N

,
1
N

,...,
1
N

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ 

- A3) Si H est une fonction composŽe de fonctions de probabilitŽs ŽlŽmentaires, alors 

cette composition est une somme pondŽrŽe par les probabilitŽs de ces fonctions (suivant la loi 

des probabilitŽs composŽes). Par exemple, Khintchine pose :

    
pi = rij

j=1

M

å    avec : rij > 0,  1£ i £ N,  1£ j £ M ,   rij
j=1

M

å
i=1

N

å = 1

    
HNM (r11,r12,...,rNM ) = HN ( p1,..., pN ) + pi .HM

ri1
pi

,...,
riM
pi

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ 

i =1

N

å

 

ii) 

DŽmonstration. Sans dŽtailler compl•tement la dŽmonstration, on  peut en donner 

succinctement les grandes lignes. Notons : 
    
h(N ) = HN

1
N

,
1
N

,...,
1
N

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷  . LÕapplication de 

A3 pour N=S et  M=S  donne dans le cas de l'ŽquiprobabilitŽ : 
    
pi =

1
S

 ; rij =
1

S2
 ;  h(S

2
) = 

2 h(S). Par rŽcurrence on aboutit ˆ lÕŽquation  fonctionnelle : 

h(S
a
) = a .h(S)

dont on dŽduit que h doit •tre de la forme (avec l  > 0 )  : 

h(x) = l .logS x

Supposons que lÕon puisse dŽcomposer les probabilitŽs pi  si celles-ci sont des 

rationnels quelconques, ayant m•me dŽnominateur :

    
pi =

qi

q
 avec 1£ i £ N  ;  pi

i =1

N

å =1Þ qi
i=1

N

å = q

En utilisant ˆ nouveau lÕaxiome A3, il y a deux fa•ons de calculer H :

¥

      

H(r11,...,rNM ) = Hq
1
q

,...,
1
q

q fois
1 2 3 

æ 

è 

ç 
ç 
ç 
ç 

ö 

ø 

÷ 
÷ 
÷ 
÷ 

= h(q)
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¥

      

H(r11,...,rNM ) = H( p1,..., pN ) + pi .
i=1

N

å Hqi

1
qi

,...,
1
qi

qi fois
1 2 4 3 4 

æ 

è 

ç 
ç 
ç 
ç 

ö 

ø 

÷ 
÷ 
÷ 
÷ 

    
Û H(r11,...,rNM ) = H( p1,..., pN ) + pi .

i=1

N

å h(qi )

DÕo• :

    
h(q) = H( p1,..., pN ) + pi .

i =1

N

å h(qi )

Or : h(q) = l .log q

et h(qi) = l .log qi  = l .log pi  + l .log q

En utilisant ces relations dans lÕexpression prŽcŽdente,  il vient :

    
H( p1,..., pN ) = - l pi log pi

i=1

N

å      avec   l   > 0. 

Cette fonction Žtant supposŽe continue, cette relation sÕŽtend aux nombres irrationnels.

 

La formule de Shannon, qui rŽsulte d'une Žvaluation statistique de la probabilitŽ 

d'apparition de chaque symbole pris sŽparŽment, trouve son origine dans une dŽmarche 

intuitive basŽe sur l'Žvaluation fondamentale en logN  de la quantitŽ d'information. Ce choix est 

ainsi confirmŽ par une dŽmarche axiomatique rigoureuse : c'est bien le seul choix possible.

3.2.3. Calcul approchŽ

Une autre approche de la dŽfinition de la densitŽ diacritique moyenne consiste ˆ calculer 

la masse informationnelle d'apr•s la m•me extension X
m

 de la biblioth•que X,  o• chaque cha”ne 

ou "super-signe" est lui-m•me un message s. Soit  Nm le nombre dÕŽtats de cette biblioth•que 

Žtendue. Le message Žtant formŽ dÕun unique "super-signe", on a, en admettant  toujours que 

lÕobservateur ne poss•de aucune autre information :

Q = log Nm

 Pour calculer Nm, il vient, par un calcul classique :

i) nombre de fa•ons de disposer k1 caract•res dans une cha”ne de longueur m, ou nombre 

de combinaisons de m objets pris k1 ˆ k1 :
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k1

m

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ =

m!
k1!(m- k1)!

Il reste mÐk1 espaces disponibles. Il y a 
    

k2
m - k1

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷   fa•ons de  disposer k2 caract•res 

dans  mÐk1 espaces. Etc. Il vient  :

    

Nm =
k1

m

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ .

k2

m- k1

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ .

k3

m - k1 - k2

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ .¼

kN - 1

m- ki
i =1

N - 2

å

æ 

è 

ç 
ç 
ç 

ö 

ø 

÷ 
÷ 
÷ 

    
Nm =

m!
k1!(m - k1)!

.
(m - k1)!

k2!(m- k1 - k2)!
....

m- ki
i =1

N - 2

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ !

kN - 1! kN !
avec m- ki

i=1

N - 1

å = kN

Þ 

    

Nm =
m!

ki !
i=1

N

Õ

Þ
    
Q = logm! -  logki !

i =1

N

å

ii) Pour calculer cette derni•re expression, il faut  employer lÕapproximation de Stirling : 

    
x!= xx.e- x. 2px. 1+

1
12x

+
a

x2
+...

æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ 

Dans cette expression, la parenth•se tend vers 1 si x augmente indŽfiniment. Donc, ˆ une 

constante O(1) pr•s,  qui tend vers zŽro lorsque m augmente, il vient :

Q = log Nm » 1,44. ln Nm  

Þ
    
Q /1,44= m.lnm- m+

1
2

ln2pm - ki .ln ki - ki +
1
2

ln2pki
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ 

i=1

N

å + O(1)

Soit, en rŽarrangeant les termes :

Þ  
    
Q = - m.

ki

m
.log

ki

mi =1

N

å -
N - 1

2
log2pm-

1
2

log2p
ki

mi=1

N

å + O(1)

En restreignant ˆ ses deux premiers termes lÕapproximation  de Stirling, Brillouin aboutit 

par ce calcul ˆ la formule dŽfinie prŽcŽdemment. Mais la quantitŽ d'information rŽelle, calculŽe 

sur la totalitŽ du message, est en rŽalitŽ plus faible que l'estimation que fournit la formule de 
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Shannon, d'un terme en 
    
O

N
2

log2pm
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷  [voir par ex. Collot et al., 1977a et 1977b]. Ce calcul 

est conduit globalement, sur la m•me extension de X, en connaissant d'avance la structure 

statistique du message, c'est-ˆ-dire les frŽquences ki  de chaque symbole. OpŽrant sur des 

cha”nes et non des symboles, ce calcul fait appara”tre une distinction fondamentale dans 

l'Žvaluation de la quantitŽ d'information portŽe par un message selon que l'on s'intŽresse aux 

symboles ou aux cha”nes de symboles, en tenant compte ou  non de la structure de celles-ci. 

C'est prŽcisŽment cette diffŽrence qui rend le codage et la compression  d'information 

possibles. Mais cette diffŽrence concerne une information implicite (i.e. qui n'est pas 

transmise)  sur la connaissance du fait qu'un message constituŽ d'un  ensemble de signes est 

structurŽ, ou non, en mots indŽpendants et successifs selon une syntaxe donnŽe.

On pourrait imaginer par exemple une source de mots de longueur n  = 10, avec un 

alphabet de 10 symboles Žquiprobables, o• chaque symbole serait employŽ une fois et une 

seule dans chaque mot. Si l'on ignore cette structure particuli•re des mots,  la formule de 

Shannon conduit ˆ estimer l'information moyenne portŽe par chaque mot ˆ H = log 10
10

 =  

33,2 sh/mot. Alors que dans le calcul de Brillouin,  il y a seulement 10! fa•ons d'Žcrire un mot 

long de dix  symboles tous diffŽrents, ce qui conduit ˆ H = log 10! = 21,8 sh/mot.  En portant 

la longueur des mots ˆ n = 100, on trouve respectivement 332 et 306 sh/mot. Et ceci alors que,  

si le message est suffisamment long, les frŽquences des symboles sont les m•mes dans les deux 

calculs.

Clairement, une connaissance des caractŽristiques structurelles du  message plus fine que 

la simple connaissance de la rŽpartition statistique des symboles influe de fa•on implicite sur 

la masse informationnelle que lÕobservateur peut en extraire. Nous voyons dans cette remarque 

un premier  indice de la prŽsence d'un contenu d'identification, dont tient compte 

implicitement lÕobservateur lorsquÕil conna”t prŽalablement certaines caractŽristiques de la 

source. 

3.2.4. PropriŽtŽs

ThŽor•me 3.1 : positivitŽ de l'entropie :

H(p1, p2, ..., pN) ³  0

H est nulle si l'une des probabilitŽs est Žgale ˆ 1 : l'un des ŽvŽnements est certain (toutes 

les autres probabilitŽs sont nulles), et sa rŽalisation n'apporte aucune information.
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ThŽor•me 3.2 : concavitŽ de l'entropie.

ÊLa fonction Ðx log x, dŽfinie pour tout x ³  0, est concave :

    

max : 
x =

1
e

= 0,538...     

y =
1

eln2
= 0,530...

ì 

í 
ï 

î 
ï 

¥Figure 3.2 : fonction y =  Ðx log2 x

Cette propriŽtŽ est liŽe ˆ l'inŽgalitŽ de Jensen pour les fonctions concavesÊ: si f(x) est une 

fonction concave dans un intervalle [a, b], si x1, ..., xj , ..., xN  sont des rŽels arbitraires, a < xj  < 

b, et l 1, ..., l j , ..., l N  sont des nombres positifs, avec  
    

l j
j=1

N

å = 1, alors :

    

f l j x j
j=1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ ³ l j f (x j )

j=1

N

å

avec ici :  f(x) = Ðx log2x. 

Notons une distribution de probabilitŽs (p1, ... pk, ... pN) sous forme vectorielle :    
r 
p  = 

(p1, ... pk, ... pN). Avec cette notation, 
      

f ( pk )
k=1

N

å = H(
r 
p ).

ConsidŽrons une suite       
r 
p 1, ..., 

r 
p j , ..., 

r 
p N  de distributions de probabilitŽs telles que 

      
r 
p j = ( p1j , ..., pkj , ..., pNj ) . P = (pkj) est une matrice ˆ N lignes et N colonnes dont tous les 

ŽlŽments sont positifs ou nuls et la somme des termes de chaque colonne Žgale ˆ 1. 

Construisons la distribution de probabilitŽ     
r 
q = (q1, ... qk, ... qN) telle que :

      

r 
q = l j

r 
p j

j=1

N

å Û qk = l j pkj
j =1

N

å ; avec l j
j =1

N

å =1

    
r 
q  est bien une distribution de probabilitŽ. En effet :

      

qk
k=1

N

å = l j pkj
j =1

N

å
k=1

N

å = l j pkj
k=1

N

å
j =1

N

å = l j
j=1

N

å pkj
k=1

N

å
=1

1 2 3 
= 1

Alors :
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H(
r 
q ) = f (qk )

k=1

N

å = f l j pkj
j =1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ 

k=1

N

å

et :

      
l j H(

r 
p j )

j=1

N

å = l j f ( pkj )
k=1

N

å
j=1

N

å = l j f ( pkj )
k =1

N

å
j=1

N

å = l j f ( pkj )
j=1

N

å
k=1

N

å

Or d'apr•s l'inŽgalitŽ de Jensen appliquŽe ˆ l'ensemble (pk1, ..., pkj, ..., pkN) :

    

f l j pkj
j=1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ ³ l j f ( pkj )

j=1

N

å Þ f l j pkj
j=1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ 

k =1

N

å ³ l j f ( pkj )
j=1

N

å
k=1

N

å

donc :

      

H l j
r 
p j

j=1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ ³ l j H(

r 
p j )

j =1

N

å

L'indŽtermination sur un ensemble de distributions de probabilitŽs calculŽe ˆ partir d'une 

superposition linŽaire de ces distributions est supŽrieure ˆ la somme pondŽrŽe des 

indŽterminations calculŽes sŽparŽment sur chacune d'elles. Ce principe, que nous retrouverons 

dans le cas quantique, est fondamental : savoir que des distributions de probabilitŽ sont 

rŽparties et comment elles le sont est dŽjˆ en soi une information, qui diminue notre incertitude 

par rapport ˆ une estimation faite globalement ˆ partir d'un "mŽlange" de distributions de 

probabilitŽs.

Ê

ThŽor•me 3.3 : majoration de l'entropie :

H(x) £ log N

l'ŽgalitŽ Žtant rŽalisŽe dans le cas d'une loi uniforme.

ÊDans l'inŽgalitŽ de Jensen, il suffit de remplacer xj  par pk et de choisir l j  = 1/N  

" jÊÎ Ê[1,N] : 

    
-

1
N

pk log
1
N

pk
k =1

N

å
k=1

N

å ³ -
1
N

pk log pk
k=1

N

å

Sachant que Sk  pk = 1 :

    
- log

1
N

³ - pk log pk
k=1

N

å = H(x)

Ê

Sources symboliques classiques  3 / 10



DŽfinition 3.1 : on appelle entropie relative la quantitŽ h = H / log N.

DŽfinition 3.2 : on appelle redondance la quantitŽ R = 1 Ð h, exprimŽe en % (NB : 

parfois la quantitŽ logN Ð H est aussi appelŽe redondance).

3.3. Entropies statistiques de sources conjointes

3.3.1. Information composŽe

On consid•re une deuxi•me source symbolique G de messages g consituŽs de cha”nes de 

m signes h pris dans une biblioth•que P de M symboles p1, ..., pM :

h Î P = { p1,... pj ,... pM}

g = h1... hk ... hm  Î G Ì P *

On remarque que les deux sources S et G Žmettent des messages de m•me longueur m. 

On associe ces deux sources en une source unique {S,G} dont la biblioth•que est formŽe de 

NÊxÊM symboles composites constituŽs par tous les couples (c i,pj), 1 £ i £ N, 1 £ j £ M. 

Cette source lit ou Žcrit des messages sg = (x1h1)... (xkhk.).. (xmhm).

Sur un total de m signes distincts, le couple (c i ,pj)  appara”t kij  fois. En gŽnŽralisant le 

raisonnement  prŽcŽdent, la masse informationnelle sur m couples de signes successifs est :

    
Q = kij log

m
kijj=1

M

å
i=1

N

å = m.H(x,h) Þ H(x,h) =
kij

m
log

m
kijj=1

M

å
i=1

N

å

et :

    

kij

m m® ¥¾ ® ¾ ¾ ¾ p(i , j ) Þ  H(x,h) = - p(i, j ) log p(i , j )
j=1

M

å
i=1

N

å

H(x,h) est la densitŽ diacritique moyenne par couple de symboles. Cette relation est 

dŽcomposable selon les lois du calcul des probabilitŽs conditionnelles (la notation "a , b" se 

lisant a et b ; la notation "a | b" se lisant a si b ou a connaissant b) :

p(i,j) = Prob (x=c i  , h=p j)  

p(i) = Prob (x=c i)

p(j|i) = Prob (h=pj  \ x=c i)

avec : p(i,j) = p(i).p(j|i) p(i,j) = p(j).p(i|j)

(i = 1...N) p(i) = Sj  p(i,j)  p(j) =  Si  p(i,j)
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(j = 1...M) Si  p(i) = 1   Sj  p(j) = 1

Sij  p(i,j) = 1 Sij  p(i)p(j) = 1

Si  p(i|j) = 1 Sj  p(j|i) = 1

Il vient :

    
H(x,h) = - p(i , j ) log p(i ) p( j | i )

j =1

M

å
i =1

N

å

    
H(x,h) = - p(i ) log p(i )

i =1

N

å - p(i ) p( j |i ) log p( j |i )
j =1

M

å
i =1

N

å

On reconna”t dans le premier terme la quantitŽ H(x), quantitŽ d'information moyenne 

par symbole de type X. 

La sommation sur j est une quantitŽ d'information moyenne calculŽe ˆ partir de la 

probabilitŽ p(j|i) = Prob(h = pj  si x = c i  donnŽe). C'est la quantitŽ d'information moyenne par 

symbole de type P, quand une valeur symbolique c i  de la variable alŽatoire x est donnŽe : 

H(h|c i) = -Sj  p(j|i) log p(j|i).

La deuxi•me sommation sur i reprŽsente la moyenne pondŽrŽe de cette quantitŽ, pour 

l'ensemble des symboles de type X. C'est donc la moyenne sur l'ensemble des symboles de 

type X de la quantitŽ d'information moyenne par symbole de type P, sous condition que la 

valeur c i  de x soit connue : 

H(h|x) = Si  p(i) H(h|ci)

Soit :

    
H(h |x) = - p(i ) p( j | i ) log p( j | i )

j=1

M

å
i=1

N

å

Cette derni•re quantitŽ est appelŽe "entropie conditionnelle". 

Par consŽquent l'entropie composŽe est Žgale ˆ :

H(x,h) = H(x) + H(h|x)

Cette quantitŽ est additive, car dans le cas o• x et h sont indŽpendants, H(h|x) = H(h) et 

H(x,h) = H(x) + H(h).

Dans le cas gŽnŽral, on a :

H(x,h) £ H(x) + H(h)
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3.3.2. Information mutuelle

(i) On pose :

H(h) = H(h|x) + H(x:h)  Û   H(x:h) = H(h) Ð H(h|x) 

L'information sur h est Žgale ˆ l'information sur h connaissant x, c'est-ˆ-dire ˆ la 

nouveautŽ apportŽe par h, x Žtant connu, plus une quantitŽ qui mesure ce qui n'est pas 

nouveau. Cette quantitŽ reprŽsente l'information "mutuelle", notŽe H(x:h), contenue ˆ la fois 

dans x et h. Il vient :

H(x:h) = H(x) + H(h) Ð H(x,h)

ThŽor•me 3.4 : l'information mutuelle est une quantitŽ symŽtrique :

H(x:h) = H(h:x)

La structure des calculs des quantitŽs d'information dans la thŽorie statistique des 

sources symboliques est donc une structure symŽtrique.

DŽmonstration : on conna”t les relations :

H(x,h) = H(x) + H(h|x) =  H(h) + H(x|h)

Þ  H(h) Ð H(h|x) = H(x) Ð H(x|h)

Þ  H(x:h) = H (h:x)

Ê

D'apr•s H(x:h) = H(x) + H(h) Ð H(x,h) , on peut donner ˆ cette quantitŽ une expression 

symŽtrique :

    
H(x:h) = p(i , j ) log

p(i , j )
p(i ).p( j )j=1

M

å
i=1

N

å

Soit, en rŽsumŽ :

H(x) = Ð Si  p(i) log p(i)

H(x,h) = Ð Si,j  p(i,j) log p(i,j)

H(x|h) = Ð Si,j  p(i,j) log p(i|j) avec p(i|j) = p(i,j) / p(j)

H(x:h) = Ð Si  p(i,j) log p(i:j) avec p(i:j) = p(i).p(j) / p(i,j)
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(ii)  H(x:h) = H(x) Ð H(x|h) s'exprime encore par :

    
H(x:h) = H(x) + p( j ) p(i | j ) log p(i | j )

i =1

N

å
j =1

M

å

Comme Sj  p(j) = 1, on peut remplacer dans cette expression H(x) par Sj p(j).H(x). Il 

vient :

    
H(x:h) = p( j ) H(x) + p(i | j ) log p(i | j )

i=1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ 

j=1

M

å

 Þ
    
H(x:h) = p( j ) H(x) - H(x | p j )( )

j=1

M

å

si l'on appelle H(x|pj) la quantitŽ Ð Si p(i|j).log p(i|j), quantitŽ d'information moyenne 

par symbole de type x, quand une valeur symbolique pj  de la variable alŽatoire h est donnŽe.

Cette formulation montre que l'information mutuelle entre x et h peut s'interprŽter 

comme la moyenne, sur tous les signes de type P,  du gain d'information ou diminution de 

l'indŽtermination sur x,  lorsqu'on remplace une estimation grossi•re H(x) de l'information 

concernant x par une estimation plus fine H(x|pj) tenant compte de l'information qu'apporte la 

connaissance de la valeur de la variable associŽe h.

La rŽciproque est vraie, en Žchangeant respectivement x et h. On a symŽtriquement :

    
H(x:h) = p(i ) H(h) - H(h | c i )( )

i=1

N

å

Cas particulier : supposons que x et h reprŽsentent deux distributions de probabilitŽ 

ŽvaluŽes sur deux messages s et g de m•me longueur N = M , toutes les deux uniformes de 

sorte que p(i) = p(j) =  1/N. Ces distributions de probabilitŽ reprŽsentent l'Žtat des 

connaissances a priori que l'on a indŽpendamment sur x et h, en l'absence de toute autre 

information. Supposons qu'une analyse des relations entre x et h conduise a posteriori ˆ 

produire une connaissance sur h, la distribution x Žtant connue, sous la forme d'une certaine 

quantitŽ d'information moyenne H(z) (avec z = h|c Ð il n'y a pas lieu de prŽciser l'indice sur c 

puisque ces symboles ont une distribution uniforme). De la formule prŽcŽdente, on dŽduit :

I = log N Ð H(z)

reprŽsente le gain d'information (ou diminution d'indŽtermination) obtenu en rempla•ant 
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des distributions uniformes de probabilitŽs a priori par une distribution z de probabilitŽ a 

posteriori.

x et h pourraient en fait reprŽsenter le m•me objet, vu avant et apr•s une certaine sŽrie 

d'expŽriences. Avant, les symboles sont ŽquiprobablesÉ faute de mieux. Apr•s, une analyse 

d'une partie du message fournit par exemple la valeur des frŽquences de chaque symbole, et 

permet en consŽquence de prŽdire la quantitŽ d'information moyenne contenue dans les 

prochains signes lus ou Žcrits par la source. Cette distinction Žclaire la discussion faite au 

paragraphe 3.4 : toute connaissance apportŽe a posteriori sur le message diminue l'incertitude 

et reprŽsente un gain d'information qui vaut respectivement, dans l'exemple citŽ, 

33,2Ð21,8Ê=Ê11,4 sh/mot ou 332Ð306Ê=Ê26 sh/mot.

Exemple : calcul de l'information mutuelle dans un canal binaire unidirectionnel.

On consid•re deux sources binaires (voir exemple 3.x) liŽes par les probabilitŽ suivantes :

S(x) G(h)

¯

I

¯

I

 p 

 q 

1 Ð p 

1 Ð q 

 p(¯) = 1/2

 p(I)  = 1/2
 

 p(¯ |̄ ) = p 

 p(¯ |I) = 1 Ð q

 p(I|̄ ) = 1 Ð p

 p(I|I) = q 

¥Figure 3.3 : canal binaire unidirectionnel. Soient respectivement p'(¯) et p'(I) 

les probabilitŽs des symboles lus par G. Il vient :
¥p'(¯) = p(¯). p(¯ |̄ ) + p(I). p(¯ |I) = 1/2 (p + 1 Ð q)

¥p'(I) = p(I). p(I|I) + p(¯). p(I|̄ ) = 1/2 (q + 1 Ð p)
¥On vŽrifie que : p'(¯) + p'(I) = 1

Ce schŽma, nommŽ "canal binaire", symbolise usuellement une transmission binaire 

bruitŽe : les deux sources sont l'Žmetteur et le rŽcepteur, les probabilitŽs de transition ¯ ® I  

et I ®  ¯  sont džes au "bruit" qui affecte le canal de communication. L'information mutuelle 

H(x:h) reprŽsente l'information transmise de X ˆ G. Mais cette interprŽtation n'est pas la 

seule possible. On en verra plus loin un exemple diffŽrent ˆ travers la thŽorie quantique de 

l'information. Plus gŽnŽralement, tout couple (S,G) de sources binaires liŽes de la sorte est 

un mod•le pour ce calcul.

L'information mutuelle se calcule par exemple par : H(x:h) = H(h) Ð H(h|x)

(i) Calcul de H(h) :

H(h) = Ð Sj  p(j) log p(j) 
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H(h) = Ð p'(¯) log p'(¯) Ð p'(I) log p'(I)

H(h) = Ð 1/2 (p + 1 Ð q) log 1/2 (p + 1 Ð q) Ð 1/2 (q + 1 Ð p) log 1/2 (q + 1 Ð p)

H(h) = H2(1/2 (1 + p Ð q))
(ii) Calcul de H(h|x)

H(h|x) = Ð Si,j  p(i,j) log p(j|i)

H(h|x) = Ð Si  p(i) Sj  p(j|i) log p(j|i)

H(h|x) = Ð p(¯) [ p(¯ |̄ ) log p(¯ |̄ ) + p(I|̄ ) log p(I|̄ ) ]
Ð p(I) [ p(I|I) log p(I|I) + p(¯ |I) log p(¯ |I) ]

H(h|x) = Ð 1/2 [ p log p + q log q + (1Ð p) log (1Ð p) + (1- q) log (1Ð q) ]

H(h|x) =  1/2 [H2(p) + H2(q)]
D'o• :

H(x:h) = H2(1/2 (1 + p Ð q)) Ð 1/2 [H2(p) + H2(q)]

(iii) A.N.1 : "Canal Binaire SymŽtrique" (CBS) : c'est un syst•me tel que p = q :

H(x:h) = 1 Ð  H2(p) 

L'information est nulle pour p = q = 1/2 , ce cas correspondant ˆ l'indŽtermination la plus 

grande; elle est maximale (= 1) pour p = q = 1.

(iv) A.N.2 : considŽrons le cas p = 1 et q quelconque (q Î [0,1])  :

H(x:h) = H2(1/2 q) Ð 1/2 H2(q)

(v) Cas gŽnŽral : on donne ci-dessous l'Žvolution de H(x:h) en fonction de q pour 

diffŽrentes valeurs de p  (p = 0 ; 0,25 ; 0,5 ; 0,75 ; 1) ainsi que pour p = q.
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 p = 0

0,25

0,5

0,75

1  p = 0

0,25

0,5

0,75

 p = 1

 p = q  p = q

Ê0ÊÊ.1ÊÊ.2ÊÊ.3ÊÊ.4ÊÊ.5ÊÊ.6ÊÊ.7ÊÊ.8ÊÊ.9ÊÊ1Ê
Ê0Ê

Ê.1Ê

Ê.2Ê

Ê.3Ê

Ê.4Ê

Ê.5Ê

Ê.6Ê

Ê.7Ê

Ê.8Ê

Ê.9Ê

Ê1Ê

 H(x:h)

 q

¥Figure 3.4 : information mutuelle dans un syst•me binaire en fonction des 
probabilitŽs p et q (voir texte).

3.3.3 Ecart entropique

DŽfinition 3.3 : soient x et h deux variables alŽatoires telles que 
    

p(i ) = 1
i =1

N

å  et 

    
q(i ) =1

i =1

N

å . On suppose en outre que q(i) ¹  0 "  i. On appelle Žcart entropique [Battail, 1997] 

ou cross-entropy [Cover et Thomas, 1991] ou gain d'information [RŽnyi, 1962] ou quantitŽ 

d'information de Kullback-Leibler [RŽfrŽgier, 1993] la quantitŽ :

    
H(x ||h) = p(i ) log

p(i )
q(i )i=0

N

å ³ 0

L'inŽgalitŽ H(x||h) ³  0, appelŽe aussi inŽgalitŽ de Gibbs, se dŽduit de l'inŽgalitŽ de 

Jensen, mais peut aussi se dŽmontrer directement : sachant que lnx £ xÐ1, en 

rempla•ant x par p(i)/q(i) et en multipliant par p(i), il vient :
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p(i ) ln

q(i )
p(i )iå £ p(i )

q(i )
p(i )

- 1
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ iå = q(i )iå - p(i )iå =1- 1= 0

La multiplication de l'inŽgalitŽ par log2e renvoie aux logarithmes en base 2.

Ê

 Si p(i) ¹  0 "  i, on dŽfinit de m•me H(h||x). Cette grandeur permet d'Žvaluer la "distance" 

entre deux distributions de probabilitŽ pour une source donnŽe, bien qu'elle n'ait pas les 

caractŽristiques d'une "distance" au sens mathŽmatique du terme car en gŽnŽral H(x||h) ¹  

H(h||x).

Si 
    
q(i ) =

1
N

" i  , il vient :

H(x||h) = log N Ð H(x)

L'Žcart entropique mesure donc la diffŽrence entre l'entropie maximum (d'une 

distribution uniforme) et l'entropie d'une distribution p, c'est-ˆ-dire la redondance (dŽf. 3.2).

Soient deux variables x et h, avec r(k) = p(i,j) la distribution des probabilitŽs conjointes 

o• k Î  [1, N.M], et q(k) =  p(i).p(j) le produit direct de leurs vraies distributions (qui serait 

Žgal ˆ r(k) si les deux variables Žtaient indŽpendantes), alors :  

    
H(x:h) = p(i , j ) log

p(i , j )
p(i ).p( j )j=1

M

å
i=1

N

å = r (k)log
r (k)
q(k)k=1

N .M

å = H (x,h) ||x.h( )

L'information mutuelle est donc l'Žcart entropique entre la source (S,G) de couples (x,h) 

et le produit des sources S et G.  On en dŽduit le 

ThŽor•me 3.5 : l'information mutuelle est une grandeur positive ou nulle.

H(x:h) ³ 0

D'o• l'on tire l'inŽgalitŽ :

H(x) ³ H(x|h)

3.4. Exemple. Structure ternaire et thŽories de l'information

La structure ternaire de l'information est implicite dans la thŽorie de l'information. Pour 

s'en convaincre, nous examinerons ici deux formes complŽmentaires de celle-ci, d'une part  

statistique, d'autre part algorithmique, ˆ travers l'exemple d'une horloge. La thŽorie statistique 

est une thŽorie de la mesure de l'information par le rŽcepteur du message, alors que la thŽorie 

algorithmique est une thŽorie de la mesure de l'information par l'Žmetteur qui construit le 

message. C'est donc ˆ deux points de vue complŽmentaires que nous conduisent ces calculs : 
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message re•u par un rŽcepteur, vs complexitŽ intrins•que d'une source faisant l'objet d'un tel 

message.

3.4.1. Point de vue du rŽcepteur : analyse statistique du message

 

ConsidŽrons une horloge indiquant l'heure et les minutes, de 00h00mn ˆ 23h59mn. 

Supposons qu'un observateur prend connaissance de l'indication portŽe par l'horloge ˆ des 

instants alŽatoires, avec les hypoth•ses suivantes :

- l'observateur conna”t l'alphabet {0,É9} et le standard convenu prŽalablement entre le 

constructeur de l'horloge et lui-m•me : le premier digit (ˆ gauche du mot) est le chiffre des 

dizaines de l'heure, etc. Soit un format, ordonnŽ de gauche ˆ droite, "hdhumdmu", avec : 0 £ hd 

£ 2 ; 0 £ hu £ 9 ; 0 £ md £ 5 ; 0 £ mu £ 9. Remarquons que cette connaissance n'est pas 

anodine : ainsi une date s'Žcrit sous forme condensŽe, en fran•ais,  jour/mois/annŽe, alors qu'en 

anglais on Žcrit mois/jour/annŽe ; la mŽconnaissance de cette convention peut •tre source 

d'erreurs importantes.

- l'observateur est sans mŽmoire, au sens o• la lecture de l'heure ˆ l'instant t1 ne lui 

apporte aucune indication sur la lecture de l'heure ˆ l'instant t2 > t1.

- il est possible de distinguer le mot codant l'heure par rapport au reste de l'univers : on 

ne tient pas compte de l'existence de sŽparateurs (par exemple un blanc), du rapport signal sur 

bruit (le cadran est lisible),etc.

Quelle est la quantitŽ d'information apportŽe par une lecture de l'horloge? Plusieurs 

calculs sont possibles :

1¡) Il est clair que si l'horloge codait l'heure comme une source symbolique comprenant 

24 x 60 = 1440 symboles distincts (ˆ la mani•re des idŽogrammes chinois), chaque symbole 

porterait, les Žtats de l'horloge Žtant bien sžr Žquiprobables, une information Q1 = log21440 = 

10,49 sh  (10,491853 plus exactement!). C'est l'information contenue dans la connaissance de 

l'heure en soi, et non dans la connaissance du message  reprŽsentant l'heure (comme indiquŽ 

ci-dessous, cette reprŽsentation de l'heure est plus complexe et plus riche que la simple 

ŽnumŽration d'une biblioth•que de 1440 symboles distincts).

2¡) Si l'on consid•re le message comme constituŽ globalement de 4 digits, le calcul a trait 

aux messages de 4 symboles Žmis par une source symbolique ˆ 10 Žtats {0,É,9}. Le calcul des 

probabilitŽs, effectuŽ ˆ partir des frŽquences calculŽes sur 4 x 1440 = 5760 digits Žmis par 

jour, donne p » 0,2 pour {0} et {1} ;  0,14 pour {2} ; etc. On trouve :
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H = pi .log pi

i =0

9

å = 3,087sh/digit

Soit, pour des messages de longueur 4, Q2 » 12,35 sh/message (cf tableau 3.1) :

Hd Hu Md Mu

0 600 180 240 144 1164 0,466201754337

1 600 180 240 144 1164 0,466201754337

2 240 180 240 144 804 0,396528529469

3 0 180 240 144 564 0,328246212427

4 0 120 240 144 504 0,307525152623

5 0 120 240 144 504 0,307525152623

6 0 120 0 144 264 0,203841869778

7 0 120 0 144 264 0,203841869778

8 0 120 0 144 264 0,203841869778

9 0 120 0 144 264 0,203841869778

å Q(HdHuMdMu)

5760 12,3503841397

¥Tableau 3.1 : calcul des frŽquences journali•res de chaque chiffre dans un 
mot "hdhumdmu".

O• est la diffŽrence ? Dans ce dernier calcul, on a ignorŽ la structure du message, pour ne 

s'intŽresser qu'ˆ la frŽquence des symboles qui le composent. La diffŽrence Q2-Q1 est proche 

de deux shannons. Or cette quantitŽ reprŽsente la quantitŽ d'information nŽcessaire pour 

spŽcifier la position, c'est-ˆ-dire l'adresse de chaque digit. On pourait par exemple affecter un 

message complŽmentaire Žcrit dans un alphabet binaire pour dŽterminer l'identitŽ de chaque 

digit : 00 pour hd ; 01 pour hu ; 10 pour md ; 11 pour mu par exemple.

3¡) En rŽalitŽ, l'observateur conna”t cette structure, qui appara”t dans la convention 

prŽalable faite sur le standard. On peut calculer la quantitŽ d'information portŽe par chaque 

digit pris sŽparŽment : l'affichage de l'heure associe quatre sources symboliques distinctes 

produisant chacune des messages de longueur unitŽ. Il vient :

H(hd) = Si=0É2  p(i)log p(i) » 1,483 sh

H(hu) = Si=0É9  p(i)log p(i) » 3,292 sh

H(md) = log 6 » 2,585 sh

H(mu) = log 10 » 3,322 sh

Soit un total, par mot, Q3 » 10,68 sh  (cf tableau 3.2).
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Hd Hu Md Mu

0 10 0,526264335764 3 0,375 10 0,430827083454 6 0,332192809489

1 10 0,526264335764 3 0,375 10 0,430827083454 6 0,332192809489

2 4 0,430827083454 3 0,375 10 0,430827083454 6 0,332192809489

3 0 0 3 0,375 10 0,430827083454 6 0,332192809489

4 0 0 2 0,29874687506 10 0,430827083454 6 0,332192809489

5 0 0 2 0,29874687506 10 0,430827083454 6 0,332192809489

6 0 0 2 0,29874687506 0 0 6 0,332192809489

7 0 0 2 0,29874687506 0 0 6 0,332192809489

8 0 0 2 0,29874687506 0 0 6 0,332192809489

9 0 0 2 0,29874687506 0 0 6 0,332192809489

å Q(Hd) å Q(Hu) å Q(Md) å Q(Mu)

24 1,48335575498 24 3,29248125036 60 2,58496250072 60 3,32192809489

Q(HdHuMdMu)

10,682727601

¥Tableau 3.2 : calcul des frŽquences journali•res de chaque chiffre dans les 
mots "hd", "hu", "md", "mu" pris sŽparŽment.

En tenant ainsi compte de la structure du mot (calcul effectuŽ sŽparŽment sur chaque 

digit), le rŽsultat obtenu s'approche de Q1, l'information contenue dans la lecture de l'heure 

proprement dite. Il subsiste toutefois une lŽg•re difŽrence entre Q3 et Q1.

4¡) Un autre facteur n'a pas ŽtŽ pris en compte : l'heure Žtant comprise entre 00 et 23, la 

lecture du chiffre des dizaines apporte quelque information sur le chiffre des unitŽs. Si hd = 2, 

on sait que 0 £ hu £ 3 au lieu de 0 £ hu £ 9. La rŽciproque est vraie : si 0 £ hu £ 3, alors 0 £ hd 

£ 2 , sinon 0 £ hd £ 1. Cette remarque ne concerne pas les minutes : pour tous les md, 0 £ mu 

£ 9.

Il est donc nŽcessaire d'effectuer un calcul de probabilitŽs conditionnelles pour conna”tre 

la quantitŽ d'information contenue dans la partie du message huhd : ces deux sources 

symboliques (variables hu et hd) sont liŽes.

On trouve, avec les notations usuelles :

-QuantitŽ d'information apportŽe par la lecture de hu connaissant hd :

H(hu|hd) = ÐSi = 0É2  Sj = 0É9  p(i,j) log p(j|i) » 3,102 sh

-QuantitŽ d'information apportŽe par la lecture de hdhu :

H(hu,hd) = H(hd) + H(hu|hd) = 4,585 sh

-QuantitŽ d'information mutuelle :
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H(hu:hd) = H(hu)ÐH(hu|hd) = H(hu)+H(hd)ÐH(hu,hd) = 0,19 sh

Autrement dit, la lecture de l'un des deux chifres de l'heure apporte une quantitŽ 

d'information de 0,19 sh sur la valeur de l'autre chiffre.

La quantitŽ d'information totale, sur le mot, est alors :

Q4 = H(hu,hd)+H(md)+H(mu) = 10,49 sh 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Hd Hu Md Mu

2 1 0

10 0,52626433576 1 1 1 0,36016067457 10 0,43082708345 6 0,33219280949

10 0,52626433576 1 1 1 0,36016067457 10 0,43082708345 6 0,33219280949

4 0,43082708345 1 1 1 0,36016067457 10 0,43082708345 6 0,33219280949

0 0 1 1 1 0,36016067457 10 0,43082708345 6 0,33219280949

0 0 0 1 1 0,27682734124 10 0,43082708345 6 0,33219280949

0 0 0 1 1 0,27682734124 10 0,43082708345 6 0,33219280949

0 0 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949

0 0 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949

0 0 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949

0 0 0 1 1 0,27682734124 0 0 6 0,33219280949

å Q(Hd) å å å Q(Hu|Hd) å Q(Md) å Q(Mu)

24 1,483355755 4 10 10 3,1016067457 60 2,5849625007 60 3,3219280949

å Q(HdHuMdMu)

24 10,491853096

¥Tableau 3.3 : calcul des frŽquences journali•res de chaque chiffre dans les 
mots "hdhu", "md", "mu".

On trouve : Q4 = Q1. La connaissance prŽcise de la sructure du message permet ˆ la 

lecture de porter seulement sur la connaissance de l'heure proprement dite. Cette connaissance 

de la structure du message est implicite, et porte sur la convention prŽalable faite entre 

l'Žmetteur et le rŽcepteur. C'est donc dans la connaissance de la rŽpartition des sources 

symboliques dans le message et de leurs relations que git l'information implicite utilisŽe par le 

lecteur pour conna”tre l'heure effective ˆ travers l'heure affichŽe.

On peut quantifier ces informations de la fa•on suivante : sur 12,35 h "aveugles", il y a :

¥ 0,19 sh provenant du code utilisŽ, le syst•me dŽcimal codant une ŽnumŽration 

sexagŽsimale, ce qui entra”ne la dŽpendance de certaines sources.

¥ 1,67 sh provenant du format "hdhumdmu" -  heures/minutes, dizaines/unitŽs, 12/24h, 

lecture de gauche ˆ droite, etc -   le syst•me de numŽration dŽcimal Žtant connu, c'est-ˆ-dire la 

structure de l'affichage en une succession ordonnŽe de quatre sources symboliques.

¥ 10,49 sh d'information en "valeur propre", c'est-ˆ-dire portant effectivement sur la 

connaissance de l'heure qu'il est, le syst•me dŽcimal et le format Žtant connus.
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3.4.2. Point de vue de l'Žmetteur : construction algorithmique du 

message

Soit une procŽdure effective (c'est-ˆ-dire un algorithme) affichant l'heure ˆ l'aide d'un 

appareil ˆ 1440 Žtats distincts. Cette procŽdure peut •tre simulŽe ˆ l'aide d'une machine de 

Turing. Pour la clartŽ de l'exposŽ, nous utiliserons une machine RAM (Random Access 

Memory) ˆ programme enregistrŽ (machine RASP : Random Access with Stored 

Program)[Autebert, 1992], dont on sait qu'une telle machine peut •tre simulŽe par une 

machine de Turing. Le programme d'une machine RAM est constituŽ d'une suite d'instructions 

prises parmi un certain nombre d'opŽrations ŽlŽmentaires. Dans la pratique, nous utiliserons 

un sous-ensemble du jeu d'instructions du processeur 80x86, programmŽ en assembleur, pour 

matŽrialiser cette machine. Nous disposons ainsi d'un certain nombre de registres internes au 

processeur (registres AX, BX, CX, DX, CS, DS, ES, etc du 80x86) et surtout de la mŽmoire 

de l'ordinateur, qui met ˆ la disposition du programmeur un nombre extr•mement grand de 

"registres" formŽs d'une ou plusieurs positions mŽmoire de un octet chacune. Un programme 

dans la RAM est constituŽ d'une suite d'instructions prises parmi les opŽrations ŽlŽmentaires 

indiquŽes ci-dessous, compilŽes sous la forme d'un programme exŽcutable simplifiŽ d'extension 

.COM.

Type Instruction ImplŽmentation 80x86
(r : registre; m : mŽmoire)

Instruction d'affectation a:= b
CHARGER  opŽrande r ¬  m MOV r,m   ou   r,r
RANGER opŽrande m ¬  r MOV m,r   ou   r,r

Instructions d'entrŽe/sortie
LIRE clavier entrer MOV r,m (adr. clavier)
ƒCRIRE Žcran imprimer MOV m (adr. Žcran),r

Instructions arithmŽtiques+,-
INCRƒMENTER opŽrande r/m + 1 INC r/m
DƒCRƒMENTER opŽrande r/m - 1 DEC r/m

Instructions de contr™le
ARRET fin INT  
SAUT SI NON ZƒRO si... alors... JNZ m

Une derni•re opŽration permet d'exŽcuter sŽquentiellement une boucle finie, mais ne 

nŽcessite pas d'instruction nouvelle, par dŽcomptage ou comptage dans un alphabet binaire 
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limitŽ ici ˆ 8 ou 16 bits :

DŽcomptage:
FAIRE... pour i:=n ˆ 0 boucle: MOV r,n

... (instructions)
DEC r
JNZ boucle

Comptage (la retenue Žtant ignorŽe) :
FAIRE... pour i:=0 ˆ n boucle: MOV r,256-n 

     ou 65536-n
... (instructions)
INC r
JNZ boucle

Nous nous interdisons des instructions de type ADD, SUB, CMP (comparer a et b, en 

soustrayant b de a), car celles-ci supposent l'exŽcution d'opŽrations plus compliquŽes que la 

simple dŽcrŽmentation ou incrŽmentation (leur profondeur logique au sens de Benett 

[Delahaye, 1994] est supŽrieure). Voir par exemple l'algorithme qui vŽrifie l'ŽgalitŽ de deux 

grandeurs a et b sans utiliser l'instruction CMP :

a = b ? MOV ax,a
MOV bx,b

boucle: DEC ax
DEC bx
JNZ boucle
INC ax
DEC ax
JNZ suite
... ; a=b

suite ... ; a¹ b

Enfin, nous nous interdisons l'indirection, ce qui est toujours possible avec une machine 

RASP, et permet donc de simuler toute machine de ce type ˆ l'aide d'une machine RAM. Cela 

interdit aussi l'usage d'une table de transcodage rŽalisŽe ˆ l'aide d'un pointeur (par adressage 

indexŽ), ce qui reviendrait ˆ exŽcuter une addition (d'adresses), hypoth•se que nous avons 

d'emblŽe ŽliminŽe en ne conservant que les instructions arithmŽtiques INC et DEC.

NŽanmoins, malgrŽ la simplicitŽ des instructions auxquelles nous nous limitons, on 

montre [Autebert 1992, Delahaye 1994] que ce langage de programmation suffit pour 

ŽnumŽrer l'ensemble (dŽnombrable) des fonctions primitives rŽcursives.

Un certain nombre de dŽtails restent ˆ rŽgler pour implŽmenter en assembleur un 

programme d'horloge sur la machine : 
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- une temporisation (tempo) devrait fixer ˆ une minute la durŽe d'exŽcution d'une 

itŽration. Pour des raisons pratiques, elle sera ici volontairement rŽduite ˆ quelques dixi•mes de 

seconde.

- la machine poss•de un interface de sortie constituŽe d'un Žcran  de 25 lignes de 80 

caract•res, ce qui est amplement suffisant pour afficher le message de l'heure (ici, en haut ˆ 

droite de l'Žcran, adresse hexadŽcimale B800:0090h).

- chaque signe est pris dans une biblioth•que de 256 symboles (code ASCII Žtendu) avec 

256 attributs de couleur (couleur du caract•re + couleur du fond) soit au total 256 X 256 = 

65536 symboles distincts, ce qui lˆ aussi suffit amplement pour reprŽsenter les 1440 Žtats de 

la source.

- la table ASCII Žtendue est utilisable quelque soit son sens de parcours (sens 

lexicographique des codes croissants ou sens inverse). 

Un programme qui affiche l'heure doit alors obŽir au cahier des charges suivant:

- compter ou dŽcompter 1440 Žtats distincts.

- afficher 1440 messages distincts, choisis dans une biblioth•que unique. 

Cette derni•re opŽration est importante : il ne suffit pas d'ŽnumŽrer 1440 messages 

distincts, encore faut-il les prŽsenter selon les conventions implicites d'Žcriture de l'heure dŽjˆ 

ŽvoquŽes. Si l'on se passe de ces conventions, alors le programme (1) fourni en annexe (voir 

annexe 1) suffit. Il s'agit d'un programme minimum, qui affiche l'heure ˆ l'aide de 255 symboles 

ASCII (le symbole NUL de code ¯ est ŽvitŽ) avec 6 couleurs diffŽrentes (bleu, vert, bleu de 

cobalt, rouge, marron, gris clair) de sorte qu'il est possible d'afficher 1440 Žtats distincts codŽs 

dans une biblioth•que de 255 X 6 = 1530 symboles. Ces symboles codent bijectivement l'Žtat 

du registre (dŽnommŽ "compteur"). Si l'on effectue un dŽcomptage  de 1440 ˆ 1 (DEC), la table 

des codes ASCII est parcourue ˆ l'envers ; dans le cas contraire d'un comptage de 64536-1440 

ˆ 64535 (INC), elle est parcourue dans le sens usuel des codes croissants. Mais peu importe : 

il n'y a ˆ ce stade aucune convention concernant l'ordre lexicographique. Au total, nous 

obtenons un programme de longueur (i.e. de complexitŽ) Žgale ˆ  29 octets.

Le programme (2) quant ˆ lui exŽcute une tache supplŽmentaire : il affiche l'heure en base 

soixante, selon l'Žcriture traditionnelle du temps (qui remonte aux babyloniens !). 60 symboles 

ASCII monochromes suffisent. La complexitŽ de ce programme est de 48 octets.

Mais le programme (2) est faux ! ƒtant donnŽ une biblioth•que X comprenant 60 

symboles {c1,É, c60}, il nous faut ŽnumŽrer respectivement les symboles c1,É, c60 pour les 

minutes et c1,É, c24 pour les heures. L'affichage des Žtats d'un compteur ou d'un dŽcompteur 

ne suffit pas. Il faut ajouter un test d'arr•t lorsque h = 24, car le comptage des minutes impose 
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un sens de balayage de la biblioth•que X60, de c1 ˆ c60, si bien qu'il est faux d'ŽnumŽrer les 

heures, comme le fait le programme (2), de c36 ˆ c60 (ˆ moins de considŽrer que le message des 

heures est Žcrit dans un alphabet diffŽrent de celui des minutes, ce qui est contraire aux 

hypoth•ses de dŽpart : nous voulons que h1 et m1,É, soient codŽs par des symboles de m•me 

type). Donc, si nous voulons Žviter l'utilisation d'un test d'ŽgalitŽ par l'instruction CMP, et 

Žviter l'indirection (pour l'utilisation d'une table), nous sommes conduits ˆ compliquer le 

programme en distinguant la variable de comptage de la variable d'affichage des heures Ð cf 

programme (3).

Remarquons que la complexitŽ de ce programme est la m•me, qu'il exŽcute un comptage 

ou un dŽcomptage : comme dans la thŽorie shannonienne de l'information, la thŽorie 

algorithmique de l'information ne prend pas en compte le sens d'ŽnumŽration des messages, qui 

est ici le sens de parcours de la biblioth•que X60 fixŽ par le sens d'ŽnumŽration des minutes. 

L'information implicite concernant ce sens n'est pas une donnŽe numŽrique ŽvaluŽe par ces 

thŽories. En revanche,  le fait de devoir tenir compte de ce sens dans l'ŽnumŽration des heures 

complique le programme (3) Ð dont la longueur  est de 52 octets Ð par rapport au programme 

(2) : ce n'est donc pas le sens qui est mesurŽ par la complexitŽ de l'algorithme, c'est son 

existence, le fait qu'il y ait un sens ou qu'il n'y en ait pas.

M•me avec une machine de Turing travaillant en code unaire, il ne serait pas possible de 

faire l'Žconomie de cette complication supplŽmentaire si l'on suppose par hypoth•se que le 

fonctionnement de toute machine ŽnumŽrant une suite d'Žtats distincts fait appel ˆ 

l'arithmŽtique des entiers naturels (faute d'une telle hypoth•se, aucune Žvaluation numŽrique 

de complexitŽ n'est plus possible). En effet, de deux choses l'une. Ou bien la machine compte 

dans l'ordre numŽrique croissant. La premi•re minute ou la premi•re heure est alors codŽe par 

un 1, la vingt-quatri•me heure par vingt-quatre 1, la soixanti•me minute par soixante 1 

successifs. Mais alors cela nŽcessite pour l'arr•t l'usage d'une machine de Turing sachant 

exŽcuter le test d'ŽgalitŽ (h = 24 ?), d'o• une complication algorithmique et une profondeur 

logique supplŽmentaires. Ou bien la machine dŽcompte l'ordre numŽrique jusqu'ˆ zŽro (arr•t si 

zŽro). La premi•re minute ou la premi•re heure sont codŽes par soixante 1 Ð si l'on veut 

prŽserver la r•gle de l'alphabet commun aux deux messages (heure, minute) Ð la vingt-quatri•me 

heure par trente-six 1, la soixanti•me minute par un 1. Cela nŽcessite alors de faire la 

distinction entre le dŽcompteur horaire (initialisŽ ˆ vingt-quatre 1) et le message affichant 

l'heure (initialisŽ ˆ soixante 1). D'o• ˆ nouveau une complexitŽ algorithmique accrue.

Enfin le programme (4) affiche l'ŽnumŽration sexagŽsimale des heures et des minutes en 

base 10, ce qui apporte deux contraintes supplŽmentaires :
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- il faut compter sŽparŽment les dizaines et les unitŽs des heures et des minutes, ce qui 

ajoute deux boucles de calcul, une par source symbolique supplŽmentaire.

- il faut insŽrer une condition d'arr•t sur la vingt-quatri•me heure, ce qui correspond, 

dans la thŽorie shannonienne de l'information, ˆ la connaissance que l'on a sur le chiffre des 

unitŽs d'heure quand on lit celui des dizaines, ou vice versa.

Le programme (4), de longueur 126 octets, affiche les entiers 0 ˆ 9 ˆ l'aide des chiffres 

"arabes" habituels -ce qui impose encore le sens (lexicographique) de parcours de la 

biblioth•que X10,  et donc la distinction entre variables de comptage et variables d'affichage.

En rŽsumŽ (cf tableau 3.4) , cette Žvaluation succincte de la complexitŽ algorithmique de 

l'affichage de l'heure met bien en Žvidence les diffŽrents contenus d'identification ajoutŽs ˆ 

l'information horaire proprement dite. Les conclusions apportŽes ici au niveau de l'Žmetteur 

rejoignent les rŽsultats examinŽs au paragraphe prŽcŽdent concernant le rŽcepteur :

- 29 octets sont nŽcessaires pour fabriquer la source ˆ 1440 Žtats

- il faut ajouter 19 octets supplŽmentaires pour tenir compte du syst•me de numŽration 

(base 60)É 

- et 4 octets pour spŽcifier le sens d'ŽnumŽration des Žtats.

- un supplŽment de 74 octets vient enfin complŽter l'algorithme pour respecter le format 

(hdhumdmu) et le codage dŽcimal.

Dans cet exemple, l'heure est le contenu d'information effectivement transmis, Žtant 

entendu que le rŽcepteur et l'Žmetteur du message sont implicitement d'accord pour compter 

l'heure en base 60 et l'Žcrire en base 10 dans un format pondŽrŽ sur 4 digits justifiŽ ˆ droite (le 

chiffre de poids faible, situŽ ˆ droite, jouant le r™le de rŽfŽrence).

Un codage ŽlŽmentaire ˆ partir d'une biblioth•que complexe conduit ˆ un programme de 

courte longueur, alors qu'un codage sophistiquŽ ˆ l'aide d'une biblioth•que rŽduite conduit ˆ un 

programme beaucoup plus long. Cette constatation ŽlŽmentaire est une clŽ des techniques de 

compression d'information, qui consistent ˆ rejeter dans le codage (non transmis) un maximum 

d'information, pour que le message transmis soit le plus court possible. 

Mais inversement, peut-on expliciter compl•tement, dans un processus de transfert 

informationnel, le contenu d'identification implicite qui lui est inhŽrent ? 
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Tableau 3.4 : affichage de lÕheure (rŽsumŽ) :

 A lÕaide dÕune biblioth•que de 1440 symboles :

¥QuantitŽ dÕinformation : 

Q1 = log (24 x 60) = log1440 = 10,491853 sh

¥Programme : 
B8B8008EC0A1011EFEC426A30090BAFFFF4A75FDFF0E011E75
EBB44CCD2105A0

A l'aide d'une biblioth•que de 60 symboles :

¥QuantitŽ dÕinformation apparente :

    
Q2 = 2. pi .log pi = 11,28sh

i=0

59

å

¥QuantitŽ dÕinformation rŽellement transmise :

Q3   = log 24  +  log 60 = 10,49 sh 

¥Programme :
B8B8008EC0B41FA0013726A30090C60601363C90A0013626A3
0098BAFFFF4A75FDFE0E013675EDFE0E0137FE0E013575D6B4
4CCD21183C3C

A lÕaide dÕune biblioth•que de 10 symboles :

¥QuantitŽ dÕinformation apparente globale :

    
Q2 = 4 ´ pi log pi = 12,32

i=0

9

å

¥QuantitŽ dÕinformation apparente , la structure du message (hdhumdmu) 
Žtant connue :

    

Q3 = hd loghd
d=0

2

å + hu loghu
u=0

9

å + md logmd
d=0

6

å + mu logmu
u=0

9

å
=1,483+ 3,292+ 2,585+ 3,322=10,68sh

¥QuantitŽ dÕinformation rŽellement transmise :

    

Q4 = hd loghd
d=0

2

å + hd,u loghd|u
u=0

9

å
d=0

2

å + md logmd
d=0

6

å + mu logmu
u=0

9

å
= 1,483+ 3,102+ 2,585+ 3,322= 10,491853sh

¥Programme :
B8B8008EC0B41FA0018426A30090C60601853090C60601800A
90A0018526A30092C60601863090C60601810690A0018626A3
0098C60601873090C60601820A90A0018726A3009ABAFFFF4A
75FDFE060187FE0E018275E9FE060186FE0E018175CCFE0E01
837504B44CCD21FE060185FE0E018075A5FE060184FE0E017F
39017D7588030A060A1830303030
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3.5. Conclusions

3.5.1. InterprŽtation ensembliste 

ConsidŽrons les sources S et G comme deux ensembles A et B. Ecrivons m(A) et m(B) 

quelque mesure (par exemple l'aire) associŽe ˆ A et B. Dans le cas discret, les entropies sont 

positives ou nulles, et additives. On peut formuler un parall•le entre les trois formalismes, 

ensembliste, probabiliste et informationnel  :

û mathŽmatiques ensemblistes : m(AÈB) = m(A) + m(B) Ð m(AÇB)

û probabilitŽs p(AÈB) = p(A) + p(B) Ð p(AÇB)

û thŽorie de l'information H(A,B) = H(A) + H(B) Ð H(A:B)

avec :

µ(A) : mesure de l'ensemble A
p(A) : probabilitŽ de l'ŽvŽnement A
H(A) : entropie de la source A

Le bilan de l''interprŽtation ensembliste de la thŽorie de l'information est le suivant :

m p H

m(A) p(i) H(x)

m(AÈB) p(i,j) H(x,h)

m(AÇB) H(x:h)

m(AÇÂB) p(i|j) = p(i,j) / p(j) H(x|h)

m(AÈB) £ m(A) + m(B) H(x,h) £ H(x) + H(h)

m(AÇÂB) £ m(A) H(x|h) £ H(x)

L'intŽr•t de cette reprŽsentation est qu'elle s'Žtend ˆ un nombre quelconque de sources. 

Avec trois sources, citons en exemple quelques relations (dŽmontrŽes formellement par 

Khinchin) :

m(AÈBÈC) £ m(A) + m(B) + m(C) H(x,h,z) £ H(x) + H(x) + H(x)

m[C Ç Â(AÈB)] £ m(C Ç ÂB) H(z|x,h) £ H(z|h)

Sources symboliques classiques  3 / 29



H(x)

H(z)

H(h)

H(x,h,z)

H(z|x,h)

A B

C

¥Figure 3.5 : prŽsentation ensembliste associŽe ˆ trois sources de variables x, 

h, z.

De m•me :

m[AÇ(BÈC)] = m(AÇB) + m[AÇ(CÇÂB)] H(x:h,z) = H(x:h) + H(x:z|h)

m[(BÈC)ÇA] = m(BÇA) + m[CÇ(AÇÂB)] H(h,z:x) = H(h:x) + H(z:x|h)

H(x)

H(z)

H(h)
H(x:h)

H(x:z|h) = H(z:x|h)
A B

C

¥Figure 3.6 : prŽsentation ensembliste des informations mutuelles H(x:h,z), 

H(x:h) et H(x:z|h)

Enfin, dans le m•me ordre d'idŽe, on montre que :

ThŽor•me 3.6 : l'entropie classique poss•de la propriŽtŽ appelŽe sous-additivitŽ "forte" :

H(x,h,z) + H(h) £ H(x,h) + H(h,z)

Remarque sur les notations

On constate que la notation ensembliste est plus claire que la notation adoptŽe 

gŽnŽralement en thŽorie de l'information, d•s que celle-ci traite de plus de deux sources. Il 

convient d'avoir ˆ l'esprit les conventions de lecture suivante, sachant qu'on lit les expressions 

de gauche ˆ droite :

H(x : (expression)) lire H(x Ç (expression))

H(x | (expression)) lire H(x Ç Â (expression))

H(x , (expression)) lire H(x È (expression))
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Aussi serait-il prŽfŽrable d'utiliser, en cas d'ambigu•tŽ, la notation ensembliste, par 

exemple H(xÇ(zÇÂh)) pour H(x:z|h).

3.5.2. RŽsumŽ des propriŽtŽs de l'entropie discr•te

Nous donnons dans le tableau 3.5 un bilan de certaines propriŽtŽs de l'entropie H qui 

ont ŽtŽ exposŽes dans les paragraphes prŽcŽdents. Ces propriŽtŽs ont ŽtŽ choisies pour 

faciliter l'Žtude comparative des autres entropies (diffŽrentielle, quantique, algorithmique,...) 

avec H. Les propriŽtŽs de H sont en quelque sorte "canoniques", mais non nŽcessairement 

justifiŽes par rapport au concept d'information proprement dit. Elles sont issues d'un calcul 

statistique expŽrimentalement et axiomatiquement solide fondŽ sur des flux de donnŽes, mais 

ne sauraient caractŽriser que ce calcul lui-m•me, et non le concept de quantitŽ d'information 

dont il n'est qu'une modŽlisation ŽlŽmentaire.
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Tableau 3.5 Entropie statistique classique (discr•te)
Minimum L'entropie d'une variable certaine est nulle

Majoration L'entropie d'une variable ˆ distribution 
uniforme p = 1/N est maximale

ConcavitŽ L'entropie d'une moyenne est supŽrieure ˆ 
la moyenne des entropies ŽlŽmentaires.

Monotonie L'entropie du tout est supŽrieure ˆ l'entropie 
des parties. 

AdditivitŽ La connaissance d'une information sur A ne 
peut que diminuer l'incertitude sur B.

Sous-additivitŽ Les corrŽlations entre deux parties 
composant un syst•me ne peuvent que 
diminuer l'entropie totale

Sous-additivitŽ 
"forte"

Si 2 syst•mes AB et BC (union ABC) se 
recouvrent partiellement en leur intersection 
B, alors H{ABC} + H{B} £ H{AB} + 
H{BC}

Signe L'entropie est positive ou nulle

SymŽtrie L'information contenue dans A ˆ propos de 
B est la m•me que l'information contenue 
dans B ˆ propos de A

Changement de 
coordonnŽes

L'entropie est invariante dans un 
changement de coordonnŽes

AlŽatoiritŽ oui Par dŽfinition, il existe une loi de 
probabilitŽ.

H(0) = H(1) = 0

H(x|x) = 0

H(x) £ log N

H(x,h) ³  H(x) 

H(x,h) £ H(x) + H(h)

H(x,h,z) + H(h)
                £ H(x,h) + H(h,z)

H(x) ³  0 H(x,h) ³  0

H(x|h) ³  0 H(x:h) ³  0

H(x:h) = H(h:x)

= H(x) + H(h) Ð H(x,h)

x ® z Þ H(x) = H(z)

      

H l j
r 
p j

j=1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ ³ l j H(

r 
p j )

j =1

N

å

H(x|h) £ H(x)

H(x,h) = H(x) + H(h|x) 

Sources symboliques classiques  3 / 32



3.5.3. Structure heuristique de la thŽorie statistique classique

Pour conclure, nous considŽrerons la structure heuristique de la thŽorie shannonienne de 

l'information : ˆ quelles opŽrations cognitives et ˆ quels calculs doit-on se livrer pour Žvaluer 

des quantitŽs d'information ? Nous reprŽsenterons cette activitŽ de modŽlisation ˆ l'aide de 

quelques symboles graphiques. Le schŽma gŽnŽral de calcul est :

     i   ®          p(i)     ®    H(p)

index ®  probabilitŽ ®  entropie

(i) Remarquons tout d'abord que le calcul boolŽen est une reprŽsentation sous forme 

algŽbrique de processus cognitifs discursifs relevant de la logique des propositions et de la 

logique des classes, qu'illustrent les diagrammes de Venn. D'un point de vue cognitif, il est 

significatif de remarquer qu'un m•me diagramme de Venn peut •tre lu dans diffŽrents langages 

(ensembliste, probabiliste, informationnel) : cela va dans le sens de l'hypoth•se selon laquelle il 

s'agit bien d'une primitive cognitive.

ƒtablir des tableaux de probabilitŽs (voir par exemple tableau 3.1 ˆ 3.3) rŽsulte de ces 

opŽrations cognitives minimales. C'est une activitŽ "multicruciale" par excellence, de 

classifications horizontale et verticale dans l'ordre d'ŽnumŽration de chaque biblioth•que 

symbolique. Le dŽcompte des objets permet d'Žtablir les frŽquences, d'o• sont tirŽes les 

probabilitŽs (on se place dans le cas pratique le plus courant o• les probabilitŽs sont calculŽes 

ˆ partir des frŽquences, mais dans le cas o• celles-ci seraient posŽes axiomatiquement, on se 

trouverait aussi face ˆ une activitŽ cognitive de nature ensembliste). Convenons de reprŽsenter 

cette activitŽ de classification et de dŽcompte par les symboles  (cas ˆ une dimension) et 

 (cas ˆ deux dimensions). Notons que cette Žtape constitue toutefois le "maillon faible" 

de la thŽorie statistique classique des sources symboliques : ces pavŽs ˆ rayures ou ˆ petits 

carreaux cachent mal la pauvretŽ de nos connaisances sur l'origine cognitive des nombres p(i), 

c'est-ˆ-dire des probabilitŽs. 

(iii) Les probabilitŽs ayant ŽtŽ ŽvaluŽes, il reste ˆ faire les calculs H = Si p log p. Nous 

reprŽsenterons ceux-ci d'apr•s les techniques mises en jeu. La toute premi•re d'entre elles est 

un calcul de moyenne pondŽrŽe. Anticipant sur les notations utilisŽes dans la prochaine 

section, nous dirons qu'une moyenne pondŽrŽe est, ˆ une normalisation pr•s, le rŽsultat d'un 

produit scalaire de deux vecteurs duaux :
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a1x1 + a2x2 + ...
N

=
1
N

a1 a2 ...( )
x1

x2

...

æ 

è 

ç 
ç 
ç 

ö 

ø 

÷ 
÷ 
÷ 

=
1
N

a x

D'o• les symboles :

<.|.> opŽrateur produit scalaire

log opŽrateur logarithmique

Il reste enfin ˆ calculer l'information mutuelle par :

x

y

s
opŽrateur s = x Ð y

Nous noterons Žgalement :

--------------------  (trait discontinu) grandeur nŽcessairement dŽnombrable

ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ  (trait continu) grandeur pouvant •tre non dŽnombrable

(iii) Le schŽma heuristique de la thŽorie est symŽtrique. La connaissance des 

caractŽristiques d'une source n'est qu'une connaissance statistique, qui ne fait pas intervenir la 

constitution interne de celle-ci, vue seulement comme une "bo”te noire". On remarque que la 

connaissance des entropies conditionnelles nŽcessite d'associer (de conna”tre) deux fois les 

sources S et G, au niveau des probabilitŽs d'une part (Žvaluation ensembliste des probabilitŽs 

conditionnelles), au niveau du calcul de l'entropie proprement dite d'autre part (Žvaluation de 

l'espŽrance mathŽmatique des entropies de chaque symbole).
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S

 { j }

H(x:h)

H(x|h)

H(h|x)
H(x)

H(h)

{ i }  p(i )

 p(i |j )

 p(j )

 p(j |i )

G
log log 

log 

<.|.> 

log 

<.|.> 

<.|.> <.|.> 

<.|.> 

<.|.> 

¥   Figure 3.7 : la structure globale des opŽrations cognitives et des calculs que 
la thŽorie met en jeu est prŽsentŽe ici schŽmatiquement, au travers de 
processus de calcul tels que H(x) = f (p(x = ci))  ou  H(x:h) = H(x) Ð 

H(x|h). 
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3.6. Extension au continu : entropie diffŽrentielle

3.6.1 Source infinie discr•te ou source dŽnombrable

LÕextension de la formule de lÕentropie statistique H au cas continu est dŽlicat. Une 

premi•re gŽnŽralisation de la notion d'entropie d'une source symbolique finie discr•te consiste 

ˆ Žtendre cette dŽfinition ˆ une source S de biblioth•que infinie discr•te, c'est-ˆ-dire 

dŽnombrable :

X = {c1, ..., c i , ...}

qui Žmet des messages de longueur finie :

s = x1 x2 É xk É   xm          avec  xk Î  X   et   s Î  X
m

On dŽfinit la probabilitŽ :

P(x = c i) = p(i) qui a un sens si :  
    

p(i )
i =1

¥

å = 1     ;   p(i) ³  0  

L'entropie est dŽfinie par analogie avec le cas fini :

    
H(x) = E - log p(i )[ ] = - p(i ) log p(i )

i=1

¥

å

Contrairement au cas fini, il n'y a pas de majoration de l'entropie par une constante. 

Mais la principale difficultŽ est que la convergence de cette sŽrie dŽpend de la loi de 

probabilitŽ. Pour certaines lois, l'entropie n'est pas dŽfinie car la sŽrie ne converge pas.

Exemple : soit une loi dŽfinie par : 

    

p(i ) =
qi

qi
i=1

¥

å

La sŽrie p(i) log p(i) : - converge pour 
    
qi =

1
(i +1)log(i +1)

- diverge pour 

    

qi =
1

(i +1) log(i +1)( )2

3.6.2. Entropie diffŽrentielle d'une source ŽchantillonnŽe

On consid•re une source de messages formŽs de suites finies dŽnombrables de signes 

pris dans une biblioth•que symbolique infinie non dŽnombrable [Kolmogorov, 1956]. 

Soit une variable alŽatoire x absolument continue obŽissant ˆ une loi de densitŽ p(x) :
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P(x £ x  £ x + dx) = p(x) dx     qui a un sens si :  
    

p(x)dx
-¥

+¥
ò = 1

En premi•re approximation, l'Žvaluation de l'entropie rŽsulte, par analogie avec le cas 

discret, du passage ˆ la limite dans la dŽfinition de l'entropie d'une source discr•te :

    
H(x) = - p(i ) log p(i )  ®  Hd(x) = E - log p( x)[ ] = - p( x) log p(x) dx

-¥

+¥
ò

i=1

n

å

DŽfinition 3.4 : on appelle entropie diffŽrentielle la quantitŽ Hd(x).

Comme dans le cas discret, l'entropie diffŽrentielle est une fonction concave. Shannon 

envisage par exemple la moyenne gŽnŽralisŽe 
    

l ( x, y) p( x)dx
a

b
ò  , si l (x) et p(x) sont des 

fonctions mesurables, avec l (x) ³  0 et 
    

l ( x, y)dx
a

b
ò = l (x, y)dy

a

b
ò =1. Il vient :

    
H l (x, y) p(x)dx

a

b
ò

æ 
è 
ç 

ö 
ø 
÷ ³ H p(x)( )

On peut aussi considŽrer cette propriŽtŽ sous l'angle de moyennes sur un ensemble 

discret de distributions continues :

    

H l j p j( x)
j=1

N

å
æ 

è 
ç ç 

ö 

ø 
÷ ÷ ³ l j H p j (x)( )

j=1

N

å

Exemple : entropie diffŽrentielle d'une source gaussienne (loi normale).

On suppose la loi de probabilitŽ centrŽe :

    
p( x) =

1

s 2p
.e

-
x2

2s 2

Il vient :

    
Hd(x) =

1

s 2p
e

-
x2

2s 2
log s 2p( ) +

x2

2s 2
loge

é 

ë 
ê 
ê 

ù 

û 
ú 
ú -¥

+¥

ò  dx

A l'aide du changement de variable 
    

x2

2s 2
® t  et sachant que 

    
e- t 2

dt
-¥

+¥
ò = p , il vient :

    Hd(x) = logs 2pe

ThŽor•me 3.7 : 
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Pour une puissance donnŽe, la quantitŽ     logs 2pe maximise l'entropie Hd.

L'inŽgalitŽ de Gibbs (cf ¤3.3.3) peut •tre Žtendue aux densitŽs p(x) et q(x) telles que 

òp(x) = 1 et òq(x) = 1 :

    
p(x)ln

q(x)
p(x)-¥

+¥
ò £ p( x)

q( x)
p( x)

- 1
æ 

è 
ç 

ö 

ø 
÷ 

-¥

+¥
ò = q(x)

-¥

+¥
ò - p(x)

-¥

+¥
ò = 1- 1= 0

De 
    

p(x)log
p(x)
q( x)

³ 0
-¥

+¥
ò , on dŽduit 

    
Hd(x) £ - p( x) logq(x)dx

-¥

+¥
ò . Supposons que x 

soit une v.a. centrŽe d'ordre 2, c'est-ˆ-dire de "puissance" finie 
    

p(x)x2dx = s 2ò . Il vient :

    
Hd(x) £ logs 2p p(x)dx

-¥

+¥
ò +

loge

2s 2
p(x)x2dx

-¥

+¥
ò

ou :     Hd(x) £ logs 2pe

Ê

L'extension de l'entropie du cas discret au continu, qui concerne des quantitŽs de nature 

diffŽrente (p(i) est un probabilitŽ, alors que p(x) est une densitŽ de probabilitŽ, qui peut •tre 

supŽrieure ˆ 1), soul•ve cependant un certain nombre de difficultŽs [voir par ex. Reza, 1961, 

RŽnyi, 1962, RŽfrŽgier, 1993], comme le remarquait Žgalement Shannon lui-m•me.

(i) ThŽor•me 3.8 :  l'entropie diffŽrentielle d'une v.a. ˆ distribution continue peut •tre 

nŽgative.

Exemple :   Si p(x) est une loi de probabilitŽ de densitŽ constante et Žgale ˆ 1/A, alors la 

relation prŽcŽdente conduit ˆ Hd = log A. Non seulement un tel rŽsultat, selon la valeur de A, 

peut •tre nŽgatif, mais encore Hd dŽpend de cette amplitude A. Or l'information portŽe par 

un signal devrait •tre invariante dans toute homothŽtie : l'information portŽe par un texte 

devrait •tre la m•me quelle que soit la taille des lettres, l'information portŽe par la parole ne 

devrait pas dŽpendre du niveau de la voix Ð tant qu'elle reste intelligible, etc.

De m•me, une loi normale centrŽe conduit ˆ un rŽsultat, positif, nŽgatif ou nul, qui 

dŽpend d'une valeur particuli•re de l'Žcart-type.

(ii) ThŽor•me 3.9 : l'entropie diffŽrentielle d'une v.a. ˆ distribution continue peut •tre 

non bornŽe. 

ConsidŽrons par exemple une v.a. x continue dŽfinie sur [a,b], dont la valeur x est 

ŽchantillonnŽe avec un pas Dx. Sur [a,b] il y a un nombre fini d'intervalles 1, ..., i, ..., N. La 
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densitŽ de probabilitŽ est dŽfinie par :

    
P(a = x0 £ xi - 1 £ x £ xi £ xN = b) = p(x)dx

Dx=xi - xi - 1
ò = Pi Dx

Si la loi de probabilitŽ est correctement dŽfinie, on a 
    

p(x)dx =1
a

b
ò  , donc  

    
PiDx

i =1

N

å =1, 

ce qui permet de dŽfinir la loi de probabilitŽ discr•te p(i) = PiDx. Aussi l'entropie de la variable 

ŽchantillonnŽe xe est :

    
H(xe) = - PiDx logPiDx

i=1

N

å = - Pi Dx logPi
i=1

N

å - PiDxlogDx
i =1

N

å

Par dŽfinition de Hd(x), il vient :

    
Hd(x) = lim

Dx® 0
H(xe) = - p( x) log p( x)

a

b
ò dx- lim

Dx® 0
PiDx logDx

i=1

N

å

Le terme 
    
lim

Dx® 0
PiDx logDx

i=1

N

å  ne converge pas, car 
    

PiDx
i =1

N

å =1, mais 
    
lim

Dx® 0
logDx = - ¥ . 

Ê

Si l'on diminue le pas d'Žchantillonnage, l'information devient potentiellement infiniment 

grande : tout dŽpend en rŽalitŽ du pouvoir sŽparateur du rŽcepteur qui dŽtermine, comme nous 

le verrons plus loin, l'Žchantillonnage et sa rŽsolution.

(iii) ThŽor•me 3.10 : l'entropie diffŽrentielle d'une v.a. ˆ distribution continue n'est pas 

nŽcessairement invariante dans un changement de coordonnŽes.

Dans le cas d'une loi discr•te, cette invariance est respectŽe. Par exemple, aux faces 

d'un dŽ x = {1,2,3,4,5,6} correspondent les probabilitŽs (1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6), ce qui 

donne H(x) = log 6. Un changement de variable, par exemple x' = x
2
 = {1,4,9,16,25,36}, ne 

modifie pas la loi de probabilitŽ, et donc H(x
2
) = log 6.

Dans le cas continu, un changement x' = f(x) supposŽ bien formŽ conduit ˆ une densitŽ :

    
p'( x') = p( x)

dx
dx'

 

et ˆ l'entropie associŽe :

    
Hd

' (x) = - p'(x' ) log p'(x' )dx'
-¥

+¥
ò
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Hd

' (x) = - p(x)
dx
dx'

log p( x)
dx
dx'

dx'
-¥

+¥
ò

    
Hd

' (x) = - p(x)log p(x)dx
-¥

+¥
ò - p( x) log

dx
dx'

dx
-¥

+¥
ò

    
Hd

' (x) = Hd(x) + p( x) log
dx'
dx

dx
-¥

+¥
ò

Ê

Dans le cas continu, l'entropie dans le nouveau syst•me de coordonnŽes dŽpend de la loi 

log |dx'/dx|.

Remarque : dans le cas particulier o• x'  = ax + b, il vient : H'd(x) = Hd(x) + log |a|. Pour 

une transformation linŽaire des coordonnŽes, l'entropie d'une loi continue reste invariante ˆ une 

constante log |a| pr•s.

3.6.3. Entropies diffŽrentielles de sources ŽchantillonnŽes conjointes

En Žtendant le cas discret ˆ deux v.a. absolument continues, on dŽfinit les diffŽrentes 

densitŽs de probabilitŽ correspondantes :

p(x,y) = p(x).p(y|x) = p(y).p(x|y)  

o• : P(x £ x £ x + dx) = p(x) dx

P(y £ h £ y + dy si x £ x £ x + dx) = p(y|x)

avec : p(x) = òR p(x,y) dy  p(y) = òR p(x,y) dx

òR p(x) dx = 1   òR p(y) dy = 1

òòR2 p(x,y) dxdy = 1 òòR2 p(x)p(y) dxdy = 1

 

DŽfinition 3.5 : les diffŽrentes entropies Hd(x), Hd(h), Hd(x|h), Hd(h|x), Hd(x,h) en 

dŽcoulent :

Hd(x,h) = ÐòòR2 p(x,y) log p(x,y) dxdy

Hd(x|h) =  ÐòòR2 p(x|y) log p(x|y) dxdy  = 
    
- p(x, y)log

p( x, y)
p( y)

dxdy
-¥

+¥
ò-¥

+¥
ò

ainsi que l'information mutuelle :

Hd(x:h) = Hd(x) Ð Hd(x|h) = Hd(h) Ð Hd(h|x) = Hd(x) + Hd(h) Ð Hd(x,h)
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Hd(x:h) = p( x, y)log

p( x, y)
p(x) p( y)

dxdy
-¥

+¥
ò-¥

+¥
ò

 Dans le passage au continu, les diffŽrentes entropies Hd(x|h), Hd(h|x), Hd(x,h) 

soul•vent les m•mes difficultŽs que prŽcŽdemment. 

Par contre, celles-ci disparaissent dans le cas de l'information mutuelle, qui, en outre, 

conserve ses propriŽtŽs de symŽtrie :

(i) ThŽor•me 3.11 : l'information mutuelle entre deux v.a. continues n'est jamais nŽgative. 

De l'Žquation prŽcŽdente et de la convexitŽ de la fonction logarithme on dŽduit :

    
Hd(x:h) ³ p(x, y)

p( x, y)
p(x) p( y)

- 1
é 

ë 
ê 

ù 

û 
ú loge dxdy

-¥

+¥
ò-¥

+¥
ò

    
Hd(x:h) ³ p(x, y) loge dxdy

-¥

+¥
ò-¥

+¥
ò + p(x), p( y) loge dxdy

-¥

+¥
ò-¥

+¥
ò

    Hd(x:h) ³ 1.loge- 1.1.loge

    Hd(x:h) ³ 0

 

Corollaires

¥ L'information diffŽrentielle est sous-additive :

Hd(x:h) = Hd(x) + Hd(h) Ð Hd(x,h) ³  0  Þ   Hd(x,h) £ Hd(x) + Hd(h)

Mais cette inŽgalitŽ (ŽgalitŽ dans le cas de variables indŽpendantes) est maintenant une 

inŽgalitŽ algŽbrique. On ne peut donc plus affirmer, par exemple, que Hd(x,h) £ Hd(x) : 

l'entropie diffŽrentielle n'est pas monotone.

¥ Par contre, de :

Hd(x:h) = Hd(x) Ð Hd(x|h) ³  0

on dŽduit que : 

Hd(x|h) £ Hd(x) 

Comme dans le cas discret, la connaissance d'une information auxiliaire n'augmente pas 

l'incertitude.

(ii) ThŽor•me 3.12 : l'information mutuelle est finie.

Le passage ˆ la limite des densitŽs absolument continues est dŽfini par :

    
P( xi - 1 £ x £ xi ) = p(x)dx

Dxò = PxDx
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